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Introduction. “Skew Capelli elements” と呼ばれる普遍包絡環 $U(g\mathfrak{i}_{n})$ の中心元が知られ

ている. これらは, [HU] において, 交代行列の空間の上に実現される =般線形群 $GL_{n}$ の

multiplicity-free な表現に関して Capelli 型恒等式を構成するために導入された. しかし [HU]

における skew Capelli elements の扱いは幾分抽象的であり, その具体的な姿は十分明らか

にはされなかった. これに対し [KW] では Newton 型の関係式という形でこの skew Capelli

elements の具体的表示を与えた. 本講演はこの [KW] の結果の別証明と, 付随する他の結果

が得られたことを報告するものである. これらの結果は [U2], [I2] と同様に余因子行列の構成

という基本的な原理から導かれる.

一般線型群 $GL_{n}$ は $n$ 次の交代行列全体のなす空間 $Alt_{n}$ に自然に作用する. これは $Alt_{n}$

上の多項式環 $P(Alt_{n})$ への作用に延長され, 普遍包絡環 $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ から $Alt_{n}$ 上の微分作用素環

$PD(Alt_{n})$ への準同型 $\lambda$ を導く. この $\lambda$ を $U(g\mathfrak{l}_{n})$ の中心 ZU $(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ に制限すると $GL_{n^{-}}$ 不変

微分作用素環 $PD(Alt_{n})^{GL_{n}}$ への写像が得られる: $\lambda:ZU(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})arrow PD(Alt_{n})^{GL_{n}}$ . 実はこれ
が全射であることが知られている. そこで具体的な $GL_{n^{-}}$ 不変微分作用素と普遍包絡環との

対応が問題となる (concrete Capelli problem).

$x_{ij}$ を $Alt_{n}$ の標準的な座標, $x_{ij}$ に対応する偏微分作用素を $\partial_{ij}=\partial/\partial x_{ij}$ とする. 上で

定めた表現 $\lambda$ は, 行列単位に相当する $gl_{n}$ の基底 $E_{ij}$ を $\lambda(E_{ij})=\sum_{t=1}^{n}x_{ti}\partial_{tj}$ に移す. 特

に, $X=(x_{ij})_{1\leq i,j\leq n},$ $D=(\partial_{ij})_{1\leq i,j\leq n},$ $E=(E_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ という行列に対して, $\lambda(E)=$

${}^{t}XD=-XD$ が成り立つ. 本稿で考察の対象となるのは, Pfaffian を用いて定義される次の
$GL_{n^{-}}$ 不変微分作用素である:

$\gamma_{k}=\sum Pf(X_{I})Pf(D_{I})$ , $0 \leq k\leq\frac{n}{2}$ .
$|I|=2k$

不変微分作用素環 $PD(Alt_{n})^{GL_{n}}$ はこれら $\gamma_{k}$ で生成される. ただし $I\subseteq\{1,2, \ldots, n\}$ に対

し, $X_{I},$ $D_{I}$ で小行列 $X_{I}=(x_{ij})_{i,j\in I},$ $D_{I}=(\partial_{ij})_{i,j\in I}$ を表している. この $\gamma_{k}$ に対して,
$\lambda(C_{k}^{\Lambda})=\gamma_{k}$ を満たすような $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ の $k$ 次の中心元 $C_{k}^{\Lambda}$ が唯ひとつ存在する. この $C_{k}^{\Lambda}$ が
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( $k$ 次) skew Capelli element である. Skew Capelli elements $C_{k}^{\Lambda}$ の具体的な表示は [KW] に
おいて Newton 型の関係式という形で与えられた:

Theorem A. (Newton’s formula for the skew Capelli elements) $0\leq k\leq n/2$

に対し, 次の等式が成立する:

$\sum_{i=0}^{k}(-)^{i}C_{k-i}^{\Lambda}\cdot Q_{n-2k+2}^{i}(E)=(n-2k)C_{k}^{\Lambda}$ .

ここで行列 $Z$ に対し $Q_{u}^{i}(Z)$ を次で定義する:

$Q_{u}^{i}(Z)=\{$

$tr(I)$ , $(i=0)$ ,
$tr(Z\cdot(Z-uI)(Z-(u+2)I)\cdots(Z-(u+2i-4)I))$ , $(i>0)$ .

(正確には [KW] の結果はこれを $C_{k}^{\Lambda}$ について解いた形 (5.1) で与えられている.)

Theorem A は不変微分作用素 $\gamma_{k}$ の以下のような関係式からの帰結として得られる. 微分

作用素 $\gamma_{k}$ の母函数 $\gamma(u)$ を次で定義する:

$\gamma(u)=\sum_{0\leq k\leq n/2}(-)^{k}\gamma_{k}\cdot(u;-2)_{n/2-k}$
.

ここで $(u;\text{ーん})_{r}$ は, $\Gamma$ 函数 $\Gamma(u)$ を用いて次のように定められる “階乗函数” である:

$(u;-h)_{r}=h^{r} \cdot\Gamma(\frac{u}{h}+1)/\Gamma(\frac{u}{h}+1-r)$ .

Theorem B. (Newton’s formula for $PD(Alt_{n})$ ) 次の $PD(Alt_{n})^{GL_{n_{-}}}$ 係数形式的幕

級数の等式が成立する:

$\frac{\gamma(u)-\gamma(u-2)}{\gamma(u)}=\sum_{r=0}^{\infty}u^{-1-r}tr((^{t}XD)^{r})$ .

この Theorem $B$ を展開すると, より explicit な $\gamma_{k}$ と tr((tXD)r) との問の関係式を得る
(Corollary 4.2). さらに skew Capelli element $C_{k}^{\Lambda}$ の定義の $-$意性に注意すると, Theo-
$rem$ A を導くことができる.

この $\gamma(u)$ はまた Cayley-Hamilton 型の関係式を満たす:

Theorem C. (the Cayley-Hamilton theorem for $PD(Alt_{n})$ )

(1) $n=2m$ のとき, 等式 $\gamma(^{t}XD)=0$ が成立する. すなわち

$\sum_{k=0}^{m}\gamma_{m-k}XD(XD+2I)\cdots(XD+(2k-2)I)=0$ .
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(2) $n=2m+1$ のとき, 等式 $\gamma^{*}(^{t}XD)X=0$ が成立する. すなわち

$\sum_{k=0}^{m}\gamma_{m-k}(XD+I)(XD+3I)\cdots(XD+(2k-1)I)X=0$ .

ここで $\gamma^{*}(u)$ は $\gamma_{k}$ を係数とする次のような多項式である:

$\gamma^{*}(u)=\gamma(u)\cdot(u-1 ; -2)_{-1/2}=\sum_{k=0}^{m}(-)^{k}\gamma_{k}\cdot(u-1 ; -2)_{m-k}$ .

Remark. $\gamma(u)=\gamma^{*}(u)\cdot(u;-2)_{1/2}$ であるから, $n=2m+1$ のときにも標語的には
“$\gamma(^{t}XD)=0$” が成立していると言ってよい.

以上の関係式は, $\gamma(u)$ が $X$ と $D$ というふたつの交代行列の “固有多項式” と呼ぶにふさ

わしいものであることを示している.

本稿では, Theorems $B,$ $C$ の証明の前に, まず可換な要素からなるふたつの交代行列に関

する Newton型および Cayley-Hamilton型の関係式を考察する (\S 3). 非可換な要素からな

る交代行列に関する Theorems $B,$ $C$ は, これらの類似と見なすことができる. 行列要素の非

可換性により, 古典的な枠組みでは通常の幕, 微分であった部分が Theorems $B,$ $C$ ではそれ

ぞれ階乗函数, 後退差分となって現れる. その意味で, この類似は, 通常の Newton, Cayley-

Hamilton 公式と, Capelli elements に関する Newton 型および Cayley-Hamilton 型の関係

式 ([I1], [U2]) との類似に相当する.

以上の関係式の証明の鍵は, [U2], [I2] などと同様に, 次の関係式を満たすような $\gamma(u)$ の

“余因子行列” $\Delta(u)$ を構成することにある:

$\triangle(u)\cdot(^{t}XD-uI)=\gamma(u)I$ .

この $\triangle(u)$ の構成は Pfaffian の余因子を利用して行われる. 計算のおおまかな流れは, 昨年

の表現論シンポジウムで述べた直交 Lie 環に関する Newton 型および Cayley-Hamilton 型

の関係式の証明とほぼ同じである (cf. [I2]).

1. The exterior calculus and the Pfaffian. Pfaffian の計算は外積代数を用いて簡潔

に行うことができる. この節では, 次節以降の計算の準備として, Pfaffian の外積代数による

表示を与える.

結合的代数 $A$ に対し, $A$ の元を要素とする $n$ 次の交代行列全体を $Alt(n, A)$ で表す. $n$ 個

の反可換な変数 $e_{1},$ $e_{2},$
$\ldots,$

$e_{n}$ , およびこれらから生成される外積代数 $\Lambda_{n}$ を考える. 以下,

代数 $A$ とのテンソル積環 $\Lambda_{n}\otimes A$ で計算を行う. ただし $\Lambda_{n}\otimes A$ の積は, 部分環 $\Lambda_{n},$ $A$
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が元別に可換になるように入れる. これによって $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots$ , e。は $A$ の元を係数とする母

函数の (反可換な) 形式的変数と思うことができる. また, 以下 divided power を表す記号
$x^{(k)}= \frac{1}{k!}x^{k}$ を用いる. この記号の下で二項展開は次のように簡潔に表される: $(x+y)^{(n\rangle}=$

$\sum_{k=0^{x^{(k)}y^{(n-k)}}}^{n}$ .
$n=2m$ のとき, $A=(A_{ij})_{1\leq i,j\leq n}\in Alt(n, A)$ の Pfaffian $Pf(A)$ を次で定義する:

$Pf(A)=\frac{1}{2^{m}m!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{2m}}sign(\sigma)A_{\sigma(1)\sigma(2)}A_{\sigma(3)\sigma(4)}\cdots A_{\sigma(2m-1)\sigma(2m)}$ .

この $Pf(A)$ は外積代数を利用して以下のように表示することができる. $\Lambda_{n}\otimes A$ の元

$\theta_{A}=\frac{1}{2}eA^{t}e=\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}e_{j}A_{ij}$

を考える. ただし $e=(e_{1}, \ldots, e_{n})$ とする. この $\theta_{A}$ と $Pf(A)$ の間に次の関係が成り立つ:

(1.1) $e_{1}\cdots e_{n}Pf(A)=\theta_{A}^{(m)}$ .

この関係式は Pfaffian の定義から容易に分かる.

さらに $n$ を必ずしも偶数でない自然数として, ふたつの $n$次の交代行列 $A,$ $B\in Alt(n, A)$

に対する $\sum {}_{|I|=2k}Pf(A_{I})Pf(B_{I})$ という量を考えよう. これも反可換変数の個数を倍にする

ことにより, 外積代数を用いて簡潔に表示できる. $e_{i},$ $e_{i}’(i=1, \ldots, n)$ を $2n$ 個の反可換変

数, $\Lambda_{2n}$ をこれらから生成される外積代数として, $\Lambda_{2n}\otimes A$で計算を行う. 上記の $\theta_{A}$ に加え

て次のような元 $\theta_{B}’,$ $\tau$ を用意する:

$\theta_{B}’=\frac{1}{2}e’B^{t}e’=\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}’e_{j}’B_{ij}$ , $\tau=e^{t}e’=\sum_{i=1}^{n}e_{i}e_{i}’$ .

ただし $e’=(e_{1}’, \ldots, e_{7b}’)$ としている. すると次の関係式が成立する:

(1.2)
$e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’\sum_{|I|=2k}Pf(A_{I})Pf(B_{I})=(-)^{k}\theta_{A}^{(k)}\theta_{B}^{\prime(k)}\tau^{(n-2k)}$

.

次節以降では, この $\theta_{A},$ $\theta_{B}’,$ $\tau$ による $\sum_{|I|=2k}Pf(A_{I})Pf(B_{I})$ の表示を利用して計算を行う.

2. The cofactors for the Pfaffian. この節では, Pfaffian の余因子行列を復習する (cf.
[Hi], [I2] $)$ . 本稿の議論の核となる “ふたつの交代行列に関する固有多項式” の余因子行列の

構成は, この Pfaffian の余因子を利用して行われる.

互いに可換な要素からなる $2m$ 次の交代行列 $A$ に対し, 行列 $A^{\mathfrak{h}}$ を

$e_{1}\cdots e_{2m}(A\#)_{ij}=-\theta_{A}^{(m-1)}e_{i}e_{j}$ ,
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で定義する. ただし, $(A^{\mathfrak{h}})_{ij}\mathfrak{l}hA\#$ の ( $i$ ,力成分である. (1.1) に注意すると, $(A\#)_{ij}\mathfrak{l}h$ subp-

faffian $Pf(A(i,j))$ に符号を除いてー致することが分かる. ただし $A(i,j)$ は $A$ から第 i乃行,

第 $i,$ $j$ 列を除いた $2m-2$ 次の小行列である. この $A^{\mathfrak{h}}$ を Pfaffian $Pf(A)$ の余因子行列と呼

ぶ. 実際 $A^{\mathfrak{h}}$ と $A$ の積は “スカラー行列” $Pf(A)I$ に一致する:

Proposition 2.1. 次の等式が成立する:

$A\# A=AA^{\mathfrak{h}}=Pf(A)I$ .

この等式は次のように書き直すことができる:

$-\theta_{A}^{(m-1)}e_{\beta}\psi_{A,\alpha}=\delta_{\alpha\beta}\theta_{A}^{(m)}$ .

ただし, $\psi_{A,\alpha}=\sum_{i=1}^{n}e_{i}A_{i\alpha}$ .
本稿では これを少し拡張した次の等式の形で利用する. これらは $A,$ $B$ の小行列に Propo-

sition 2.1を適用することで証明できる.

Corollary 2.2. 可換な要素からなる $n$ 次の交代行列 $A$ に対し, 次の等式が成立する:

$\theta_{A}^{(k)}\tau^{(n-2k-1)}\psi_{A,j}=\theta_{A}^{(k+1)}\tau^{(n-2k-2)}e_{j}’$ ,

$\theta_{A}^{(k)}\tau^{(n-2k-2)}e_{i}\psi_{A,j}=-\theta_{A}^{(k+1)}\tau^{(n-2k-2)}\delta_{ij}+\theta_{A}^{(k+1)}\tau^{(n-2k-3)}e_{i}e_{j}’$.

Corollary 2.3. 可換な要素からなる $n$ 次の交代行列 $B$ に対し, 次の等式が成立する:

$\theta_{B}^{\prime(k)}\tau^{(n-2k-1)}\psi_{B,j}’=-\theta_{B}^{\prime(k+1)}\tau^{(n-2k-2)}e_{j}$ ,

$\theta_{B}^{\prime(k)}\tau^{(n-2k-2)}e_{i}’\psi_{B,j}’=-\theta_{B}^{\prime(k+1)}\tau^{(n-2k-2)}\delta_{ij}-\theta_{B}^{\prime(k+1)}\tau^{(n-2k-3)}e_{i}’e_{j}$.

ただし, $\psi_{B,\alpha}’=\sum_{i=1}^{n}e_{i}’B_{i\alpha}$ .

3. The classical case. 本稿の主結果である $\gamma_{k}$ に関する関係式を扱う前に, まずその

古典的な対応物として, 可換な要素からなるふたつの交代行列に関する Newton型および

Cayley-Hamilton 型の関係式を考察する. これらは易しい線型代数の関係式であり, それ自

身興味深い.

3.1. $A$ は可換な代数とする. ふたつの交代行列 $A,$ $B\in Alt(n, A)$ に対し, “
$A,$ $B$ に関

する固有多項式” $c(u)$ を次で定義する:

$c(u)= \sum_{0\leq k\leq n/2}(-)^{k}c_{k}u^{n/2-k}$
.

ただし $c_{k}= \sum {}_{|I|=2k}Pf(A_{I})Pf(B_{I})$ とする. この $c(u)$ について以下の関係式が成立する:
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Theorem 3.1. (Newton’s formula) 次の A- 係数形式的幕級数の等式が成立する:

$2 \frac{c’(u)}{c(u)}=\sum_{r=0}^{\infty}u^{-1-r}tr((^{t}AB)^{r})$ .

ここで $c’(u)= \frac{d}{du}c(u)$ は $c(u)$ の微分である.

この等式を展開することにより) $c_{k}$ と $tr((^{t}AB)^{i})$ の問の次のような関係式を得る :

Corollary 3.2. 次の等式が成立する:

ん

$\sum_{i=0}(-)^{i}c_{k-i}tr((^{t}AB)^{i})=(n-2k)c_{k}$
.

さらに Cayley-Hamilton型の関係式が成立する:

Theorem 3.3. (The Cayley-Hamilton theorem)

(1) $n=2m$ のとき, 等式 $c(^{t}AB)=0$ が成立する. すなわち,

$\sum_{k=0}^{m}c_{m-k}(AB)^{k}=0$ .

(2) $n=2m+1$ のとき, 等式 $c^{*}(^{t}AB)A=0$ が成立する. すなわち,

$\sum_{k=0}^{m}c_{m-k}(AB)^{k}A=0$ .

$\text{ここで。^{}*}(u)$ は次のような多項式である:

$c^{*}(u)=c(u)u^{-1/2}= \sum_{k=0}^{m}(-)^{k}c_{\text{ん}}u^{m-\text{ん}}$.

Remarks. (1) 以上の関係式で $A=B$ とすると交代行列に関する通常の Newton の公

式, および Cayley-Hamilton の定理となる.

(2) Theorem 3.3について. $c(u)=c^{*}(u)u^{1/2}$ であるから, “ $(^{t}AB)^{1/2}={}^{t}A$” と解釈すれ

ば, 標語的には $n=2m+1$ のときにも “
$\text{。}(^{t}AB)=0$

” と言ってよい.

(3) Theorem 3.3とほぼ同じ結果が [D] で得られている. その関係式は Theorem 3.3と比

べると, $n$ が偶数のときには=致しているが, 奇数のときには少し弱く, 余分な $B$ がくっつい

$\text{た。^{}*}(AB)^{t}AB=0$ という形で与えられている.
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3.2. 以上の関係式は, 以下のように $c(u)$ の余因子行列 $\Omega(u.)$ を具体的に構成することで

証明することができる. $0\leq k\leq(n-2)/2$ , $0\leq l\leq(n-3)/2$ に対し, $\Omega_{k},$ $\Omega_{l}^{\uparrow}\in Mat(n, A)$

を次で定義する:

$e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’(\Omega_{k})_{ij}=(-)^{k}\theta_{A}(k)\theta_{B}’(k)\tau^{(n-2k-1)}e_{i}’e_{j}$,

$e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’(\Omega_{l}^{\dagger l(t+1)(l)})_{ij}=(-)\theta_{A}\theta_{B}’\tau^{(n-2l-2)}e_{i}’e_{j}’$ .

また $k>(n-2)/2$ , $l>(n-3)/2$ に対しては $\Omega_{k}=\Omega_{l}^{1}=0$ と定める. この定義は Pfaffian
を用いて次のように言い換えることができる:

$( \Omega_{\text{ん}})_{ij}=\sum_{|I|=2\text{ん}+1,i,j\in I}\pm Pf(A_{I\backslash \{j\}})Pf(B_{I\backslash \{i\}})$
,

$(\Omega_{l}^{\uparrow})_{ij}=$

ここで各項の符号は $I$ および $i,$ $j$ によって決定される. 行列 $\Omega(u)$ を次の $\Omega_{k}$ の線形和で定義

する:

$\Omega(u)=\sum_{0\leq k\leq n/2}(-)^{k}\Omega_{k}u^{n/2-k-1}$
.

次の関係式は $\Omega_{k}$ の定義と $c_{k}= \sum_{|I|=2\text{ん}}Pf(A_{I})Pf(B_{I})$ の表示式 (1.1) から容易に分かる :

Proposition 3.4. 次の等式が成立する:

$tr\Omega_{\text{ん}}=-(n-2k)\text{。_{ん}}$ .

特に, $\Omega(u)$ のトレースは $-2c’(u)$ に等しい:

$tr\Omega(u)=-2c’(u)$ .

この $\Omega(u)\text{を。}(u)$ の余因子行列と呼ぶ. 実際, $\Omega(u)$ と ${}^{t}AB-uI$ との積は “スカラー行列を

$c(u)I$ に–致する:

Proposition 3.5. 次の等式が成立する:

$\Omega(u)(^{t}AB-uI)=c(u)I$ .

この Proposition 3.5は, $\Omega_{k},$ $\Omega_{k}^{1},$ $A,$ $B$ の関係を表す次の lemma から直接の計算で導く
ことができる:
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Lemma 3.6. 次の等式が成立する:

$\Omega_{k}\cdot A=\Omega_{k}^{\dagger}$ , $\Omega_{k}^{1}\cdot B=\Omega_{k+1}+c_{k+1}I$.

Proof. $\Omega_{k},$ $\Omega_{k}^{1}$ の定義, および。k の表示式 (1.2) から, 次の等式を証明すればよい:

$(-)^{k(k);(k)(n-2k-1)k(\text{ん}+1)(k)}\theta_{A}\theta_{B}\tau e_{i}’\psi_{A,j}=(-)\theta_{A}\theta_{B}’\tau^{(n-2k-2)}e_{i}’e_{j}’$,
$(-)^{k(k+1)(k)(k+1);(k+1)}\theta_{A}\theta_{B}’\tau^{(n-2k-2)}e_{i}’\psi_{B,j}’=(-)^{k+1}\theta_{A}\theta_{B}\tau^{(n-2k-2)}\delta_{ij}$

$+(-)^{k+1}\theta_{A}^{(k+1)(k+1)_{\mathcal{T}}(n-2k-3)_{e_{i}’e_{j}}}\theta_{B}’$ .
$\theta_{B}’$ と $\psi_{A,j}$ が可換であることに注意すると, 第 $=$の等式は Corollary 2.2の第=式の両辺に

右から $\theta_{B}^{;(k)}$ を掛けることで得られる. 第二の等式も Corollary 2.3の第二式の両辺に左から
$\theta_{A}^{(k+1)}$ を掛ければよい 口

この節の始めで述べた Theorems 3.1, 3.3は Proposition 3.5の応用として得られる.

Proof of Theorem 3.1. Proposition 3.5の両辺に右から $(uI-{}^{t}AB)^{-1}$ を掛ける:

$- \Omega(u)=c(u)(uI-{}^{t}AB)^{-1}=c(u)\sum_{r=0}^{\infty}u^{-1-r}(^{t}AB)^{r}$ .

ここで両辺のトレースを取る. Proposition 3.5で見たように $\Omega(u)$ のトレースは $-2c’(u)$ に

一致するから, Theorem 3.1を得る. 口

以下, Theorem 3.3を証明する. 次の “因数定理’ Lemma 3.7を適用すると, Theorem 3.3
(1) ?は Proposition 3.5から直接に得られる. 実際, $n=2m$ のとき $\text{。}(u)$ と $\Omega(u)$ は $u$ の多項

式である.

Lemma 3.7. $R$ を必ずしも可換でない結合的代数とする. $Z,$ $Y_{k}\in \mathcal{R}$ について, 等式

$\sum_{k=0}^{n}Y_{k}Z^{k}=0$ が成立するための必要十分条件は

れ

$F(u) \cdot(Z-u1)=\sum_{k=0}Y_{k}u^{k}$

を満たす $F(u)\in \mathcal{R}[u]$ が存在することである.

$n=2m+1$ のときには $C(u)$ や $\Delta(u)$ は多項式でないから, Theorem 3.3 (2) は Propo-
sition 3.5から直接は証明されない. そこで行列 $\Omega(u)$ の代わりに, 次のような $u$ の多項式

$\Omega^{*}(u)$ を考える:

$\Omega^{*}(u)=\frac{1}{u}\{\Omega(u)u^{1/2}-(-)^{m}\Omega_{m}\}=\sum_{k=0}^{m-1}(-)^{k}\Omega_{k}u^{m-k-1}$.

$\Omega_{m}\cdot A=0$ に注意すると, この $\Omega^{*}(u)$ について次の等式が成立する. これに Lemma 3.7を

適用すると, Theorem 3.3 (2) を得る.
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Proposition 3.8. 次の等式が成立する:

$\Omega^{*}(u)\cdot(^{t}AB-uI)=c^{*}(u)I+(-)^{m}\Omega_{m}$ ,

特に

$\Omega^{*}(u)\cdot(^{t}AB-uI)A=\Omega^{*}(u)A\cdot(B^{t}A-uI)=c^{*}(u)A$.

3.3. “固有多項式” $c(u)$ は, ある $2n$ 次の交代行列の Pfaffian で表すことができる. これ

を踏まえると, 今節で扱った定理は, この Pfaffian の余因子行列を考えることでより簡単に証

明が可能である. しかしこの方法は, 次節で扱うような微分作用素を要素とする行列 $X$ と $D$

に対しては今のところ適用できていない.

Proposition 3.9. 次の等式が成立する:

$\text{。}(u)=(-)^{\frac{n\langle \mathfrak{n}-1)}{2}}$ Pf .

Corollary 3.10. $c(u)$ の自乗は行列 ${}^{t}AB$ の固有多項式に一致する:

$c(u)^{2}=\det(uI-{}^{t}AB)$ .

Proof of Proposition 3.9. 問題の $2n$ 次の交代行列を $Y_{A,B}(u)$ とおく:

$Y_{A,B}(u)=$ .

この行列の Pfaffian $Pf(Y_{A,B}(u))$ は $\tilde{\theta}_{Y_{A,B}(u)}=\frac{1}{2}\tilde{e}Y_{A,B}(u)^{t}\tilde{e}$ という元を用いて次のように

表示される :

(3.1) $\tilde{\theta}_{Y_{A.B}(u)}^{(n)}=e_{1}\cdots e_{n}e_{1}’\cdots e_{n}’Pf(Y_{A,B}(u))$ .

ただし $\tilde{e}=(e_{1}, \ldots, e_{n}, e_{1}’, \ldots, e_{n}’)$ としている. =方, 単純な計算により

$\tilde{\theta}_{Y_{A.B}(u)}=\theta_{A}+\theta_{B}’+u^{1/2_{\mathcal{T}}}$

であるから, 次の 3項展開が成り立つ :

$\tilde{\theta}_{Y_{A,B}(u)}^{(n)}=(\theta_{A}+\theta_{B}’+u^{1/2}\tau)^{(n)}=\sum_{i+j+k=n}\theta_{A}^{(i)}\theta_{B}^{\prime(j)}(u^{1/2}\tau)^{(k)}$
.

ここで, $\tilde{\theta}_{Y_{A,B}(u)}^{(n)}$ は $\Lambda_{2n}\otimes A$ の最高次の元であるから, $\theta_{A}$ と $\theta_{B}’$ の次数は=致しなければな

らない. よって, (1.2) に注意すると次が成立する:

(3.2)
$\tilde{\theta}_{Y_{A.B}(u)}^{(n)}=\sum_{0\leq k\leq n/2}\theta_{A}(k)\theta_{B}’(k)\prime r^{(n-2k)}u^{n/2-k}=e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’c(u)$

.

(3.1) と (3.2) を比較すると Proposition 39を得る. 口

Proof of Corolla43.10. Pfaffian の自乗が行列式に等しいことに注意すると, Corollary
は Proposition 3.9, および等式 $\det(Y_{A,B}(u))=\det(uI-{}^{t}AB)$ からすぐに従う. 口
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4. The case of $PD(Alt_{n})$ . 互いの要素が可換でないふたつの交代行列 $X=(xij)l.\leq i,j\leq n$
’

$D=(\partial_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ に対しても, 前節の結果に類似した等式が成立する. この $X,$ $D$ は, 互いの

要素は非可換だが, それぞれの行列内の要素同士は可換であるから, \S 2の議論が通用する.

4.1. ふたつの交代行列 $X,$ $D$ に対しその “固有多項式” $\gamma(u)$ を

$\gamma(u)=\sum_{0\leq k\leq n/2}(-)^{k}\gamma_{k}\cdot(u;-2)_{n/2-\text{ん}}$

で定義する. ここで $(u;-h)_{r}$ は $\Gamma$ 函数 $\Gamma(u)$ を用いて定義される “階乗函数” である:

$(u;- \text{ん})_{r}=h^{r}\cdot\Gamma(\frac{u}{h}+1)/\Gamma(\frac{u}{\text{ん}}+1-r)$ .

$r$ が自然数のときには, $(u$ ;- $\text{ん})_{r}=u(u-h)(u-2h)\cdots$ ($u-(r-1)$ん) となることに注意.

この $\gamma(u)$ に対し, 以下の関係式が成立する:

Theorem 4.1. (Newton’s formula) 次の $PD(Alt_{n})^{GL_{n}}$ 係数形式的幕級数の等式が成

立する:

$\frac{\gamma(u)-\gamma(u-2)}{\gamma(u)}=\sum_{r=0}^{w}u^{-1-r}tr((^{t}XD)^{r})$ .

古典的な場合と同様に, この等式を展開して次の $\gamma_{k}$ と $tr((^{t}XD)^{i})$ との問の関係式を得る:

Corollary 4.2. 次の等式が成立する:

$\sum_{i=0}^{k}(-)^{i}\gamma_{k-i}\cdot Q_{n-2k+2}^{i}(^{t}XD)=(n-2k)\gamma_{k}$ .

ここで行列 $Z$ に対し $Q_{u}^{i}(Z)$ を次で定義する:

$Q_{u}^{i}(Z)=\{$

$tr(I))$ $(i=0)$ ,
tr$(Z(Z-uI;-2I)_{i-1})$ , $(i>0)$ .

Theorem 4.3. (the Cayley-Hamilton theorem)

(1) $n=2m$ のとき, 等式 $\gamma(^{t}XD)=0$ が成立する. すなわち

$\sum_{k=0}^{m}\gamma_{m-k}\cdot(XD;2I)_{k}=0$.

(2) $n=2m+1$ のとき, 等式 $\gamma^{*}(^{t}XD)X=0$ が成立する. すなわち

$\sum_{k=0}^{m}\gamma_{m-k}\cdot(XD+I;2I)_{k}X=0$ .

ここで $\gamma^{*}(u)$ は次のような多項式である:

$\gamma^{*}(u)=\gamma(u)\cdot(u-1 ; -2)_{-1/2}=\sum_{k=0}^{m}(-)^{k}\gamma_{k}\cdot(u-1 ; -2)_{m}$-ん.
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Corollary 4.2は Theorem 4.1を次のように展開することで得られる. $n=2m$ のとき,

Theorem 4.1の両辺に $\gamma(u)$ を掛けて $\{u^{-r}|r>0\}\cup\{(u-2;-2)_{k}|0\leq k\leq m-1\}$ で展

開し, 両辺の係数を比べる. $n=2m+1$ のときは, Theorem 4.1の両辺に $u\gamma^{*}(u)$ を掛けて,

$\{u^{-r}|r>0\}\cup\{(u-1;-2)_{k}|0\leq k\leq m-1\}$ で展開してやはり両辺の係数を比べる.

4.2. 古典的な場合と同様に, 以上の定理は $\gamma(u)$ の余因子行列を具体的に構成することで

証明できる. $0\leq k\leq(n-2)/2$ , $0\leq l\leq(n-3)/2$ に対し, $\triangle_{k},$ $\triangle_{l}^{t}\in Mat(n, A)$ を次の

ように定義する:

$e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’(\triangle_{k})_{ij}=$ $(-)^{k(k)(k)}\theta_{X}\theta_{D}’\tau^{(n-2k-1)}e_{i}’e_{j)}$

$e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’(\triangle_{l}\uparrow)_{i\dot{g}}=(-)^{l}\theta_{X}^{(l+1)}\theta_{D}^{J(l)}\tau^{(n-2l-2)}e_{i}’e_{j}’$ .

また $k>(n-2)/2$ , $l>(n-3)/2$ に対しては, $\triangle_{k}=\Delta_{l}^{1}=0$ とおく. 行列 $\Delta(u)$ を次の

ような $\triangle_{k}$ の線形和で定義する:

$\Delta(u)=\sum_{0\leq k\leq n/2}(-)^{k}\Delta_{k}\cdot(u-2;-2)_{n/2-k-1}$
.

この $\triangle(u)$ は次の性質を満たす:

Proposition 4.4. 次の等式が成立する:

$tr\triangle_{k}=-(n-2k)\gamma_{k}$ ,

特に $\Delta_{k}$ のトレースは $\gamma(u)$ の後退差分で書ける:

$tr\triangle(u)=-(\gamma(u)-\gamma(u-2))$ .

Proposition 4.5. 次の等式が成立する:

$\Delta(u)\cdot(^{t}XD-uI)=\gamma(u)I$ .

Proposision 4.4は定義から容易に証明できる. Proposition 4.5もやはり古典的な場合と

同様に次の lemma から直接の計算で導くことができる:

Lemma 4.6. 次の等式が成立する:

$\Delta_{k}\cdot X=\triangle_{k}\dagger-(n-2k)\Delta_{k-1}^{\uparrow}$ , $\Delta_{\text{ん}}^{1}\cdot D=\Delta \text{ん}+1+\gamma k+1I$ .

この lemma は次の lemma に注意すると, Lemma 36とほぼ同様に証明できる:
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Lemma 4.7. 次の交換関係が成立する:

$[\theta_{D}’, \psi_{X,k}]=\tau e_{k}’$ .

特に

$\psi_{X,j}\theta_{D}^{\prime(k)}=\theta_{D}^{J(k)}\psi_{X,\dot{g}}$ $-\theta_{D}^{J(k-1)}\tau e_{j}’$ .

Proof of Lemma 4.6. Corollary 22より, 次の等式が成立している:

$\theta_{X}^{(k)}\tau^{(n-2k-1)}\psi_{X,j}=\theta_{X}^{(k+1)}\tau^{(.n-2k-2)}e_{j}’$ .

この両辺に右から $\theta_{D}^{\prime(k)}$ を掛けると, Lemma 4.7の交換関係に注意して, 次を得る:

$(-)^{k(\text{ん})(k)}\theta_{X}\theta_{D}’\tau^{(n-2k-1)}e_{i}’\psi_{X,j}$

$=(-)^{k(k+1);(k)(\text{ん})(k-1)}\theta_{X}\theta_{D}\tau^{(n-2k-2)}e_{i}’e_{j}’-(-)^{k-1}(n-2k)\theta_{X}\theta_{D}’\tau^{(n-2k)}e_{i}’e_{j}’$ .

$\triangle_{k},$ $\Delta_{k}^{\dagger}$ の定義に注意すると, これから Lemma 4.6の第=式が得られる. 第二式の証明は

Lemma 36とほぼ同じである. 口

Theorem 4.1は古典的な場合と同様の手順で Propositions 4.4, 4.5からすぐに得られる.

また Theorem 4.3 (1) も “因数定理” Lemma 3.7に注意するとやはり Proposition 4.5から

の単純な帰結である.

Theorem 4.3 (2) の証明は以下のようになる. 次のような行列 $P$ を考えると, Lemma 46

から, $P\cdot X=0$ が成立する:

$P= \sum_{i=0}(2i-1)!!\Delta_{m-i}$
.

ここで $(2i-1)!!$ は次のように定める:

$(2i-1)!!=(2i - 1; -2)_{i}=(2i-1)(2i - 3)$ $\cdots 3\cdot 1$ .

そこで次の行列を考える:

$\triangle^{*}‘(u)=\frac{1}{u}\{\Delta(u)\cdot(u-1 ; -2)_{1/2}-(-)^{m}P\}$

$= \frac{1}{u}\sum_{k=0}^{m}(-)^{k}\triangle_{k}\{(u-1;-2)_{m-k}-(-)^{m-k}(2m-2i-1)!!\}$ .

これは $u$ に関する多項式である. この $\Delta^{*}(u)$ について, Proposition 38に相当する次の等式

が成立する. Lemma 3.7に注意すると, これから Theorem 43 (2) が分かる.
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Proposition 4.8. 次の等式が成立する:

$\Delta^{*}(u)\cdot(^{t}XD-uI)=\gamma^{*}(u)I+(-)^{m}P$ .

特に

$\triangle^{*}(u)\cdot(^{t}XD-uI)X=\Delta^{*}(u)\cdot X(D^{t}X-uI)=\gamma^{*}(u)X$ .

4.3. 次で定める Capelli determinant $C(u)$ は $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ の中心元としてよく知られている:

$C(u)=\det(E+diag(n-1, n-2, \ldots, 0\rangle-uI)$ .

ここで, 要素が必ずしも可換でない行列 $\Phi=(\Phi_{i,j})_{1\leq i,j\leq n}$ に対して, 行列式を次のように定

めている (column-determinant):

$\det(\Phi)=\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}sign(\sigma)\Phi_{\sigma(1)1}\Phi_{\sigma(2)2}\cdots\Phi_{\sigma(n)n}$
.

この $C(u)$ と我々の $\gamma(u)$ との間に Corollary 3.10に相当する次の関係式が成立する:

Proposition 4.9. 次の等式が成立する:

$\gamma(u)\gamma(u-1)=(-)^{n}\lambda(C(u))$ .

Remark. この等式は $n$ が偶数の場合には $[HU$ , (11.3.12) $]$ で与えられている.

この Proposition 49は Theorem 4.1と次の $C(u)$ に関する Newton 型の関係式 $([U2])$

とを比較することで導くことができる:

$\frac{C(u)-C(u-1)}{C(u)}=\sum_{r=0}^{\infty}u^{-1-r}tr(E^{r})$ .

5. Newton’s formulas for the skew Capelli elements. 前節の Corollary 4.2から,

skew Capelli elements $C_{k}^{\Lambda}$ の関係式および具体的な表示を得ることができる.

一般線型群 $GL_{n}$ の $Alt_{n}$ 上の多項式環 $P(Alt_{n})$ への自然な表現 $\lambda$ は次の既約分解を持つ :

$P( Alt_{n})=\sum_{\mu}\rho_{n}^{\mu}$
.

ここで $\mu$ は $\mu=(b_{1}, b_{1}, b_{2}, b_{2}, \ldots)$ という形の Young 図形を動く. また鑑は $\mu$ でパラメ

トライズされる $GL_{n}$ の既約表現である. この既約分解から $k$ 次 skew Capelli element $C_{k}^{\Lambda}$

は次のふたつの性質で特徴づけられる : (i) $C_{\text{ん}}^{\Lambda}$ は普遍包絡環 $U(gt_{n})$ の $k$ 次の中心元である.

(ii) $\lambda(C_{k}^{\Lambda})=\gamma_{k}$ .
これに注意すると, Corollary 42から skew Capelli elements に関する次の関係式を導く

ことができる:
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Theorem 5.1. (Newton’s formula for the skew Capelli elements) $0\leq k\leq n/2$

に対し, 次の等式が成立する:

$\sum_{i=0}^{k}(-)^{i}C_{k-i}^{\Lambda}\cdot Q_{n.-2k+2}^{i}(E)=(n-2k)C_{k}^{\Lambda}$ .

Proof. Corollary 4.2の $0\leq k\leq n/2$ のときの等式を解くことにより, 次のような $\gamma_{k}$ の

$Q_{u}^{i}(^{t}XD)$ による表示を得る:

$2^{k}k!\gamma_{k}$

$=\det$ $Q_{n-2k+2}^{k-1}.\cdot.(^{t}XD)Q_{n-4}^{2}(^{t}XD)Q_{n-2}^{1}(^{t}XD)2$

$Q_{n-2k+2}^{k-2}...(^{t}XD)Q_{n-4}^{1}(^{t}XD)4$ $.\cdot.\cdot.\cdot$

$Q_{n-2k+}^{1}(^{t}XD)2k-20_{2})$ .

Skew Capelli element の定義の=意性に注意すると, この等式を $C_{k}^{\Lambda}$ の $Q_{u}^{i}(E)$ による表示

と見なしてよいことが分かる :
(5.1)

$2^{k}k!C_{k}^{\Lambda}=\det$ ( $Q_{n-4}^{3}...(E)Q_{n}^{1}(E)$

$Q_{n-2k+2}^{k-1}.\cdot.(E)Q_{n-4}^{2}(E)Q_{n-2}^{1}(E)2$

$Q_{n-2k+2}^{k-2}.\cdot.(E)Q_{n-4}^{1}(E)4$ $.\cdot..\cdot$

$Q_{n-2k+2}^{1}(E)2k-20$ ).
Corollary 4.2を解いたのと逆の操作を行えば, Theorem を得る. 口

Skew Capelli element $C_{k}^{\Lambda}$ .の=般的な表示は [KW] で初めて (5.1) の形で与えられた.
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