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ABSTRACT. 簡約型等質空間 $G/H$ ( $G,$ $H$ は実簡約リー群) における不連続群
の最近 1 $0$ 年間における結果を概説する。

\S 1. 等質空間の CLIFFORD-KLEIN FORM

1.1. 最初に, 等質空間の Clifford-Klein 形 $\Gamma\backslash G/H$ が現れる背景を初等的に説明し

よう。

$M$ を多様体, $J$ をその上の微分幾何構造 (複素構造, 擬リーマン構造, シンプレク

ティック構造, ...) とする。 $\overline{M}$ を $M$ の普遍被覆多様体とし, 被覆写像を

$p:\overline{M}arrow M$

と書く。基点 $0\in M$ を選び, $\overline{o}=p(0)$ と表す。 $J$ を局所微分同相写像 $p$ によって引

き戻すことにより, $\overline{M}$ にも $J$ が定義される。

さて, Diffeo $(\overline{M})$ を $\overline{M}$ の自己微分同相写像全体からなる群とし, その部分群として

$G:=Aut(\overline{M}, J)$

を定義する。 $J$ が複素構造ならば $G$ は双正則変換群, $J$ が擬リーマン構造ならば $G$

は等長変換群に他ならない。擬リーマン構造など, いくつかの幾何構造に対しては $G$

が “有限次元”, すなわちリー群になることが知られている。 $M$ の基本群

$\Gamma:=\pi_{1}(M,\overline{o})$

は被覆変換として $\overline{M}$ に固有不連続かつ自由 (用語は\S 2参照) に作用するが, $\overline{M}$ 上の

微分幾何構造 $J$ の定義を思い起こせば, この作用は $J$ を不変にしている。すなわち,

$\Gamma\subset G$

が成り立つ。 ここで次の条件を仮定する:
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仮定 1.1. $G$ は $\overline{M}$ に推移的 ( $t$ransjtive) に作用する。
$G$ の閉部分群 $H$ を

$H:=\{g\in G : g\cdot\overline{o}=\overline{o}\}$

と定義すると, 仮定 1.1 より, 次の全単射写像が得られる:

$G/H\simarrow\overline{M}$, $gH\mapsto g\cdot\overline{o}$ .
微分同相写像 $M\simeq\Gamma\backslash \overline{M}$ と合わせると, 次の命題が示された:

命題 1.2. 仮定 1.1が成り立てば, $M$ と両側剰余空間 $\Gamma\backslash G/H$ の間に自然な全単射

写像が存在する:
$\Gamma\backslash G/H\simarrow M$, $\Gamma gH\vdasharrow g\cdot\overline{o}$ .

ここで, 両側剰余空間 $\Gamma\backslash G/H$ とは, 群 $G$ に以下の同値関係 $\sim$を入れた同値類全体の

集合である:

$g\sim g’\Leftrightarrow g’=\gamma gh$ となる $\gamma\in\Gamma,$ $h\in H$ が存在する.

仮定 1.1が満たされる (特に命題 1.2が成り立つ) いくつかの典型例を見てみよう:

例 1.3. $M$ をリーマン面, $J$ を $M$ 上の複素構造とする。Klein-Poincare’-Koebe に
よるリーマン面の $-$意化定理より, $M$ の普遍被覆 $\overline{M}$ は $\mathcal{H}$ (Poincare の上半平面),

$\mathbb{C},$
$P^{1}\mathbb{C}$ のいずれかに双正則同型である。例えば, $M$ が種数 $g$ のコンパクトなり一

$\text{マン面ならば}\underline{g},\geq 2,$ $g=1,$ $g=0$ の場合に応じてM $=\mathcal{H},$ $\mathbb{C}\underline{P}^{1},\mathbb{C}$ と双正則同型と

なっている。 $M=\mathcal{H},$ $\mathbb{C},$
$P^{1}\mathbb{C}$ のとき, 双正則変換群 $G=Aut(M, J)$ は,

$Aut(\mathbb{C}, J)\equiv Biho1(\mathbb{C})$ $\simeq \mathbb{C}^{\cross}\ltimes \mathbb{C}$

$Aut(P^{1}\mathbb{C}, J)\equiv Bih_{0}1(P^{1}\mathbb{C})\simeq PSL(2, \mathbb{C})$

$Aut(\mathcal{H}, J)\equiv Bih_{0}1(\mathcal{H})$ $\simeq PSL(2,\mathbb{R})$

となる。 いずれの場合も, $G$ は $\overline{M}\sim \mathbb{C},$ $P^{1}\mathbb{C},$ $\mathcal{H}$ に推心的に作用しているので, 仮
定 1.1がみたされる。故に, 任意のリーマン面 $M$は, 上記の 3種類のリー群 $G$ のい

ずれかの両側剰余類 $\Gamma\backslash G/H$ として表される。 このとき, $M\simeq\Gamma\backslash G/H$ の複素構造

は $G/H$ によって誘導され, その大域的な性質は基本群 $\pi_{1}(M)\simeq\Gamma$ によって規定さ

れることに注意しておく。

例 1.4. 3次元以上の完備なローレンヅ多様体で定曲率 (断面曲率 $K=+1$ ) な空間
を相対論的球空間形 (relativistic spherical space form) という。 ここで, $n$ 次元ロー

レンヅ多様体 $M$とは, 符号 $(n-1,1)$ の擬リーマン計量をもつ多様体のことである。

Calabi と Markus は 1960年代初頭に 「任意の相対論的球空間形は非コンパクト

であり, その基本群は常に有限群である」という驚くべき現象 (Calabi-Markus 現象)
を発見した ([6]) 。

$1M$ を相対論的球形, $J$ をローレンヅ計量とすると, 普遍被覆多様
体 $\overline{M}$ の等長変換群 $Aut(\overline{M})$ は

$Aut(\overline{M}, J)\simeq O(n+1,1)$

によって与えられ, これは $\overline{M}\simeq O(n+1,1)/O(n, 1)$ に推移的に作用するので仮定 1.1
はみたされている。従って, Calabi-Markus 現象とは,「等質多様体 $O(n+1,1)/O(n, 1)$
に固有不連続に作用する $O(n+1,1)$ の離散部分群が有限群に限る」という主張と同
値になる。

1その後, 個別のランク 1の対称空間の Calabi-Markus 現象の研究が [24], [40], [41] な
どで行われ, 1989年に=般的な必要十分条件 (系 39) が証明された ([12]) 。
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例 1.5. $M$ を完備かつ平坦な多様体, $J$ をアファイン接続とする。このとき, $\overline{M}\simeq \mathbb{R}^{n}$

であり,
$G=Aut(\overline{M}, J)\simeq GL(n, \mathbb{R})\ltimes \mathbb{R}^{n}$

はやはり $\overline{M}\simeq \mathbb{R}^{n}$ に推移的に作用するので仮定 1.1がみたされる。$\overline{M}\simeq G/GL(n, \mathbb{R})$

の不連続群に関して, 「 $M$ がコンパクトならば $\pi_{1}(M)$ は実質的に可解群であろう」

という Auslander 予想があり, 現在も未解決問題である ([1], [10], [20], [27], [28], [30],
[38] $)$ 。ここでは立ち入らない。

\S 2. CLIFFORD-KLEIN 形と等質空間の不連続群の基本問題

2.1. 命題 12を位相群の立場から見直してみよう。 まず, 簡単に用語を復習する。
局所コンパクト位相群 $\Gamma$ が局所コンパクト位相空間 $X$ に連続に作用していると

する。 $X$ の部分集合 $S$ に対して, $\Gamma$ の部分集合 $\Gamma_{S}$ を

$\Gamma_{S}:=\{g\in\Gamma : g\cdot S\cap S\neq\phi\}$

と定義する。 $p\in X$ に対して, $r_{\{p\}}$ は $p$ における固定部分群である。 また, 明らか
に $\Gamma x=\Gamma$ である。=般の集合 $S$ に対して, $\Gamma_{S}$ は部分群とは限らない単なる集合で

ある。

定義 2.1. 1) 任意のコンパクト集合 $S$ に対して $\Gamma s$ がコンパクトとなるとき, $\Gamma$ の

$X$ への作用は固有 (proper) であるという (Palais [35]) 。

2) 任意のコンパクト集合 $S$ に対して $F_{5}$ が有限集合となるとき, $\Gamma$ の $X$ への作用

は固有不連続 (properly discontinuous) あるいは真性不連続であるという。
3) 任意の点 $p\in X$ に対して $\Gamma_{\{p\}}$ が=点であるとき, $\Gamma$ の $X$ への作用は固定点がない

(free)あるいは (あまり的確な訳語ではないが) 自由という。

22. 位相空間の部分集合に対して「コンパクト & 離散 $\Leftrightarrow$ 有限集合」であるから,

作用が固有 &\Gamma が離散部分群 $\Leftrightarrow$ 作用が固有不連続

が成り立つ。従って, 作用の性質としては, 固有不連続性は固有な作用の特別な場合
として捉えればよい。 さらに, $\Gamma$ が捻れ元のない (torsion free) 離散部分群ならば, $\Gamma$

の有限部分群は $\{e\}$ に限る。従って, 次の初等的な補題が示された:

補題 2.2. 捻れ元のない離散部分群 $\Gamma$ が局所コンパクト位相空間 $X$ に連続に作用し

ているとする。 このとき, $\Gamma$ の作用が固有であることと, $\Gamma$ の作用が固有不連続かつ

自由であることは同値である。

上記の補題の仮定は, あまり強いものではないことが, 例えば次の Selberg の補題
よりわかる:

補題 2.3 (Selberg, [37]). 線型リー群に含まれる有限生成の離散部分群 $\Gamma$ は本質的

に捻れ元がない。 すなわち, 捻れ元を含まない部分群 $\Gamma’$ であって, $\Gamma/\Gamma’$ が有限集合

となるような $\Gamma’$ が存在する。

24. 以上の準備のもとに, 命題 12で与えられた多様体を群論的に解釈しよう。
$G$ がリー群 (あるいは, もっとー般に局所コンパクト位相群), $H$ を $G$ の閉部分群,

$\Gamma$ が $G$ の離散部分群とする ($G/H$ は単連結とは限らないが, 上記の $\overline{M}\simeq G/H$ がモ

101



4 小林俊行 (TOSHIYUKI KOBAYASHI)

デルになっている) 。 $\Gamma$ が等質空間 $G/H$ に固有不連続かつ自由に作用するならば,
両側剰余空間 $\Gamma\backslash G/H$ は商位相で Hausdorff であり, その商位相の上に自然な射影

$G/Harrow\Gamma\backslash G/H$

が局所微分同相になるような多様体の構造がー意的に存在する。このような多様体
$\Gamma\backslash G/H$ を等質空間 $G/H$ のクリフォードークライン形 (Clifford-Klein form)とよぶ。
またこのとき, $\Gamma$ を等質空間における不連続群とよぶ。

25. Clifford-Klein 形 $\Gamma\backslash G/H$ は等質多様体 $G/H$ と局所同型な多様体である。従っ

て, $\text{等質空間における不連続群がどの程度豊富に存在するかという問題は}$ , 等質多様
体 $G/H$ の左 Gー不変な微分幾何構造 (リー環で記述される) と局所的に同型な構造を
もつ多様体は大域的にどのような制約があるかを調べることにほぼ対応する。
もう少し具体的に, 等質空間における不連続群の基本内題を述べよう:

問題 A. 等質空間 $G/H$ への離散部分群 $\Gamma$ の作用が固有不連続になるための判定条
件を決定せよ。

問題 B. 等質空間 $G/H$ を与えたとき, コンパクトな (あるいは体積有限な) Cliford-
Klein 形をもつかどうかを判定せよ。

問題 C. $G/H$ を止めて $\Gamma$ を動かすことによって得られる $\Gamma\backslash G/H$ の変形 2を記述
せよ。

26. 以降, $G$ が簡約線型リー群の場合に上記の問題を考える。 $H$ がコンパクトの

場合は, 上記の問題に関して次の事実が知られている:
問題 $A:H$ がコンパクトならば,

$\Gamma$ が離散群 $\Leftrightarrow$
$\Gamma$ の $G/H$ への作用が固有不連続

となるので, 問題 A は無条件で成り立つことになる。
問題 $B$ :1960年代初頭に, Borel, Harish-Chandra, Mostowー玉河によって常にコンパ
クトな Clifford-Klein 形が存在することが証明された ([4], [5], [31]) 。

問題 $C$ : 簡単のため, $G$ を単純線型リー群とし, $H$ を $G$ の極大コンパクト部分群と
する。 このとき, Selberg-Weil の局所剛性定理 (後に, Mostow, Margulis, Zimmer ら

によって, より強い形が得られている) より, $\Gamma\backslash G/H$ が本質的に連続変形できるのは
$\dim G/H=2$ に限る。逆に, $\dim G/H=2$ のとき, その変形理論は $1$) $-$マン面のモ

ジュライやタイヒミラー空間として多くの研究がある。

27. $G$ が簡約線型リー群, $H$ が非コンパクトな部分群の場合がここでのテーマで
ある。 問題 A については, 満足すべき形で判定条件が証明された (\S 3参照) 。

問題 $B$ については, 完全な四答は得られていないが, 最近 1 $0$ 年間ほどの間に大

きな進展があり,
. 離散群のコホモロジーを使う手法 [12],
. 特性類に関する Hirzebruch の比例性原理の=般化 [23],
リー群論的手法による部分群の比較定理と固有不連続の判定法を使う手法 [2], [17],
[18], [34]

. エルゴード理論や Ratner の理論を使う手法 [26], [43],

. 調和写像を使う手法 [7],

. ユニタリ表現論を使う手法 [29],

$2H$ が非コンパクトの場合の定式化は, 例えば [22] を参照。
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など多くの分野との関わり合いが明らかになってきている (これらの概説には [20],
[25] がある。 また, [34] も参照) 。 特に, Margulis [29] による手法は, ユニタリ表現の
制限 ([21] 参照) を用いるもので, 極小表現などの球関数の漸近挙動など表現論的に
も面白い話題が関連しているが, \S 4では紙面の関係上ごく簡単にふれることにする。
問題 $C$ についてはここでは触れないが, 大まかな感じを述べると, $H$ が非コンパク

トであるゆえに $\Gamma$ は比較的小さく, 従って $G$ の内部で変形の余地がかなりある。従っ

て, Selberg-Weil-Mostow-Margulis の剛性定理とは異なり, 高次元の既約 (非リーマ
ン) 対称空間でも, 連続変形ができる場合がある ([18]) 。連続的な変形についてはま
だ研究が始まったばかりである。例えば, 3次元のコンパクトなローレンヅ定曲率空
間の変形に関する Goldman の予想 ([9]) とその高次元への $=$般化が, 定理 A を用い
て最近証明された ([22], [36]) 。

\S 3. 等質空間への離散群の作用の固有不連続性の判定条件

3.1. 簡約部分群の簡約型等質空間への作用が固有になるための判定条件の証明
(1989, 系 3.7参照) において鍵になったアイディアは, 等質空間上ではなく, 群の内
部で作用が固有かどうかを評価するという発想であり, それを実現するために群の
有限次元表現を用いるというものであった。 このアイディアを推し進めるために, 固
定部分群や離散部分群が「群」であることさえ忘れてしまおうというのが, 次の $2\vee\supset$

の定義である。

定義 3.1 ([19], Definition 2.1.1). $H$ と $L$ を局所コンパクト位相群 $G$ の部分集合と

する。

1) $G$ のコンパクトな部分集合 $S$ が存在して, $L\subset SHS$ かつ $H\subset SLS$ となると

き, $L\sim H$ と書くことにする。

2) $G$ の任意のコンパクトな部分集合に対して, $L\cap SHS$ が相対コンパクトである

とき, $L$ 由 $H$ と書く 3ことにする。

$\sim$ と盃の簡単な性質をまとめておく ([19], \S 2):
補題 3.2. $H$ と $L$ を局所コンパクト位相群 $G$ の部分集合とする。

1) $\sim$ は同値関係を定める。 .
2) $\sim$ による同値類に対して, 由は矛盾なく定義される。すなわち、 $H_{1}\sim H_{2}$ ならば,

$H_{1}$ 由 $L\Leftrightarrow H_{2}$ 由 $L$ .

3) $H$ 由 $L\Leftrightarrow L$ 山 $H$ .
4) $H$ と $L$ が $G$ の閉部分群ならば,

$LrhH\Leftrightarrow L$ は等質空間 $G/H$ に固有 (proper) に作用する.

$\underline{3.3.}$ $G$ を簡約線型リー群とする。 $G$ のリー環 $\mathfrak{g}$ の Cartan 分解

$\mathfrak{g}=e+\mathfrak{p}$

をとり, $\mathfrak{p}$ の極大可換部分代数 $a$ を選ぶ。 $G$ の実ランク $\mathbb{R}-$ rank $G$ は $\dim a$ のこと

である。 さらに,
$d(G):=\dim \mathfrak{p}$

3幾何では由は横断交差を表す記号であり, ここでの用法は通常の用法と異なる。
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とおく。ルート系 $\Sigma(\mathfrak{g}, \alpha)$ に関する Weyl 群を $W_{G}$ と書き, 正ルート系を一つ選んで,
対応する dominant Weyl chamber を $a+$ とする ( $a+$ は $a$ の平鮒である) $\text{。}a+$ は,
ワイル群 $W_{G}$ の $a$ 上の軌道空間 $a/W_{G}$ の完全代表系を与える。 $K$ を $e$ に対応する

$G$ の極大コンパクト部分群とする。 $A_{+}:=\exp a_{+}$ とおくと,

$G=KA+K$ (Cartan 分解)

がなりたつ。そこで, Cartan 射影
$\nu:Garrow 0+$

を $g\in K\exp(\nu(g))K$ という条件によって定義する。

$w_{0}$ をワイル群 $W_{G}$ の最長元とし, 次の閉錐を定義する。

$b_{+}=\{X\in a+:X=-w_{0}X\}$ .

例 3.3. $G=GL(n, \mathbb{R})$ の場合の Cartan 射影を計算してみよう。 $\mathfrak{g}\simeq \mathfrak{g}$【(n, $\mathbb{R}$) の対
角行列全体のなす可換部分代数を $\alpha$ とする。 $a\simeq \mathbb{R}^{n}$ である。 $g\in GL(n, \mathbb{R})$ に対し,
$k_{1},$ $k_{2}\in K=O(n)$ をうまく選んで

$g=k_{1}\exp\nu(g)k_{2}$

と表されたとすると,
$t_{gg={}^{t}k_{2}\exp\nu(g)^{t}k_{1}k_{1}\exp\nu(g)k_{2}}=k_{2^{-1}}\exp(2\nu(g))k_{2}$

となる。 さて, ${}^{t}gg$ は正定値対称行列だから, 直交行列によって対角化でき, その固有
値 $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{n}$ はすべて正である。従って, 固有値の順序を適当に選べば,

$2\nu(g)=diag(\log\lambda_{1}, \ldots,\log\lambda_{n})$

となるので, $GL(n, \mathbb{R})$ の Cartan 射影が計算された。

次の定理は, 等質空間への作用が固有 (あるいは固有不連続) かどうかの判定条件
を与える:

定理 A([19], Theorem 34, Theorem 56). $G$ は簡約線型リー群あるいは, その有限
被覆とする。 $\nu:Garrow a_{+}$ を Cartan 射影とする。 $H,$ $L$ を $G$ の部分集合とする。

1) $G$ において $H\sim L$ $\Leftrightarrow$ $a$ において $\nu(H)\sim\nu(L)$ 。

2) $G$ において $H$ 山 $L$ $\Leftrightarrow$ $a$ において $\nu(H)$ 小 $\nu(L)$ 。

注意 34. (1) の $\Leftarrow$ と (2) の $\Rightarrow$ は自明。

注意 3.5. (1) の $\Rightarrow$ は, 行列の摂動に対する固有値の変化に関して, 行列のなす非コ
ンパクト集合上においてもかなり良い一様評価ができることに対応している。 この

事実は, 直接証明も可能であるが, 「 $H$ 由 $L$ となる $L$ を全て知れば, $H$ が $\sim$ を除い

て復元される」 という双対定理 ([19], Theorem 56) の系として証明される。

注意 3.6. 一般に由は定義の見かけ上の素朴さに反して具体的に判定しにくい条件
であるが, 群が可換ならば由は簡単に検証できる。特に, 定理 $A(2)$ の右側の 「

$a$ に

おいて $\nu(H)$ 由 $\nu(L)$ 」 という条件は $\nu(H)$ と $\nu(L)$ を具体的に記述すれば, 容易に検
証できる。

$H$ が $G$ において簡約な閉部分群とするとき, ー般性を失わずに, $H\cap K$ は $H$ に

おいて極大コンパクト部分群であり, $a_{H}=\alpha$寡りは $\mathfrak{p}$ 寡りにおいて極大可換部分空間
であると仮定してよい。 このとき, $W_{G}$ を法として, $\nu(H)=\alpha_{H}$ である。従って, 定
理 A より次の系が得られる 4

4実際の順序は, 系 37 (1989) を一般化して定理 $A(1996)$ が得られた。
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系 $3.7([12])$ . $H,$ $L$ は簡約線型リー群 $G$ における簡約部分群とする。このとき次の

3つの条件は同値である。
$i)G$ において $HrAL$ .
$i’)$ 部分群 $H$ は等質空間 $G/L$ に固有 (proper) に作用する。
$i’)$ 部分群 $L$ は等質空間 $G/H$ に固有 (proper) に作用する。
$ii)\iota/(H)\cap\nu(L)=\{0\}$ .
$iii)$ 任意の $g\in G$ に対して $H\cap gLg^{-1}$ はコンパクトである。

系 3.7において, 条件 (iii) は, 勝手な位相群に対して定義できる条件であり, 明ら
かに (i) のための必要条件である。条件 (iii) は作用が固有であるという性質をどの
程度近似しているのであろうか ?条件 (iii) が proper な作用のための十分条件でない
例は存在する ([16], Example 5) 。しかし, $G$ がベキ零の場合には, 簡約リー群の結
果の類似が成り立ちそうである:

予想 3.8 (Lipsman 1995, [27]). $G$ が単連結なべ*零リー群とすると, 系の (i) と (iii)
は同値である。

定理 A を簡約型等質空間 $G/H$ (すなわち, $H\subset G$ は実簡約リー群の組) に適用
した結果を 2つ述べておこう:

系 3.9 (Calabi-Markus 現象に対する判定条件; [12]). $G/H$ に作用する固有不連続

な無限離散群が存在するための必要十分条件は $\mathbb{R}$-rank $G>\mathbb{R}$-rank $H$ が成り立つこ
とである。

系 3.10 (Benoist 1996, [2]). $G/H$ に作用する固有不連続な非可換無限離散群が存在
するための必要十分条件は任意の $w\in W_{G}$ に対して, $waH\not\supset b_{+}$ が成り立つことで
ある。

注意 3.11. $\Sigma(\mathfrak{g}, a)$ が $A,$ $D,$ $E$ 型以外の場合には, $b_{+}=a_{+}$ となるので, 系 39 と

系 3.10の判定条件は同値になる。

\S 4. コンパクトなクリフォードークライン形の存在問題

$H$ が非コンパクトな場合にも等質空間 $G/H$ にはコンパクトなクリフォードークラ

イン形が存在する場合がある。 この節では, 定理 A を用いて得られる存在条件を手
短に述べる (定理 $B$ , 定理 C) 。定理は抽象的な形で書かれるが, それを適用すること
によって得られる具体例は, 概説記事 [20] の第 5章の表を参照していただきたい。
定理 A によって固有不連続に作用する判定条件が決定されているので, 今度は

$\Gamma\backslash G/H$ がいつコンパクトになるかを判定すればよい。離散群 $\Gamma$ のコホモロジー次

元を介することにより, 次の存在定理が得られる:

定理 $B([12])$ . $G$ は実簡約線型リー群, $H$ と $L$ はともに $G$ において簡約な閉部分
群とする。組 $(G, L, H)$ が以下の条件

$(4.1)(a)$ $\nu(L)\cap\nu(H)=\{0\}$ ,
$(4.1)(b)$ $d(L)+d(H)=d(G)$ ,

を満たすと仮定する。 このとき, $L$ の捻れ元のない=様格子 $\Gamma$ (常に存在する) をと
れば, $\Gamma\backslash G/H$ はコンパクトな $C1i\# ord$-Klein 形となる。故に, 等質多様体 $G/H$ には
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コンパクトな Clifford-Kle加形が存在する。さらに, $L$ が半単純のとき, $G/H$ には体

積 $Vol(\Gamma\backslash G/H)$ が有限である非コンパクト Cli#ord-Klein 形 $\Gamma\backslash G/H$ も存在する。

注意 4.2. $H$ と $L$ は対称な役割を果たしているので, 上の仮定 $(4.1)(a),(b)$ が成り

立っていれば, 等質多様体 $G/L$ にもコンパクトな Clifford-Klein 形及び体積有限な
非コンパクト Cliffford-Klein 形が存在する。

注意 4.3. $H$ がコンパクトな場合は, $L=G$ ととると定理 $B$ の仮定 4.1 (a), (b) が満
たされる。従って $H$ がコンパクトの場合の定理 $B$ は, Borel の結果 [4] に対応する
(ただし, 別証明を与えているわけではない) 。

例 4.4. $(G, H, L)=(SO(2n, 2),$ $U(n, 1),$ $SO(2n, 1))$ は定理 $B$ の仮定をみたす。従っ

て, 等質空間 $SO(2n, 2)/U(n, 1)$ や $SO(2n, 2)/SO(2n, 1)$ にはコンパクトなクリフォ–
ドークライン形が存在する。 このような $(G, H, L)$ の表は [20], Corollary 5.6を参照
されたい。

予想 4.5 ($[20]\backslash$ ’Open problems). 簡約型等質空間 $G/H$ にコンパクトなクリフォ–

ド-クライン形 r\G/H が存在するならば定理 $B$ の仮定を満たす連結な部分群 $L$ が

存在する。 (ただし, $\Gamma$ の $Z\pi iski$ 閉包がこのような $L$ に–致するとは限らない。 )

この予想を肯定的に支持する結果として, Benoist (1996) [2], Margulis (1997) [29],
Labourie-Mozes-Zimmer [26], 小野-小林 (1990) [23], 小林 (1989) [12], 小林 (1992)
[17], Oh-Witte $(1999)[34]$ , Zimmer(1994) [43] などがあるが, まだ現時点では未解決
である。既に \S 2.7で触れたように, これらの中には全く異なる分野を基盤として証
明された手法がいくつかある。その適用例にはしばしば重なりも見られる ([20], 第 5
章の解説を参照) が, 現時点でもっとも適用範囲が広いのは次の定理である:

定理 $C([17])$ . $G/H$ を簡約型等質空間とする。 $G$ において簡約な閉部分群 $L$ で以

下の 2条件を満たすものが存在すると仮定する:

$(4.6)(a)$ $\nu(L)\subset\nu(H)$ ,
$(4.6)(b)$ $d(L)>d(H)$ .

このとき, $G/H$ にはコンパクトな Cliford-Klein 形が存在しない。

定理 $B$ の仮定を満たす実半単純対称空間 $G/H$ はかなり存在するが, 複素半単純
対称空間では局所的に群多様体の場合を除いて存在しない。従って, 予想 45の特別
な場合として次の事実が予想される:

予想 4.7. $G_{\mathbb{C}}/H\mathbb{C}$ は複素既約半単純対称空間とする。$G\mathbb{C}/H\mathbb{C}$ がコンパクト Cliford-
$A’lein$ 形をもつための必要十分条件は $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ が群多様体と局所的に同型であること

である。

定理 $C$ を適用することにより, 大部分の複素対称空間に対して, 予想 4.7が正し
いことがわかる:

命題 4.7.1 ([17], Example 1.9). 予想 4.7は $SO(m, \mathbb{C})/SO(m-1, \mathbb{C})$ ( $m$ は偶数)
$SL(2n, \mathbb{C})/Sp(n, \mathbb{C})(n\geq 2)$ , $E_{6,\mathbb{C}}/F_{4,\mathbb{C}}$ 以外のすべての既約な複素半単純対称空間

に対して正しい。

また, Benoist (1996) は系 3.10を用いて次の命題を証明した。

5 [11] で得られた例のほか, 散在する例外的な組 $(G, H, L)$ が付け加わっている。
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命題 4.7.2 ([2]). $m$ が 4の倍数ならば, 予想 4.7は $SO(m, \mathbb{C})/SO(m-1, \mathbb{C})$ に対し

て成り立つ。

命題 4.7.1と命題 4.72で残されたケースに対して, 予想 4.7は現在未解決である。

48. 定理 $C$ の別の応用例として, 随伴表現による Lie 環の軌道を考えよう。 Lie 環
$\mathfrak{g}$ の元 $X$ を一つ選び, $X$ を通る随伴軌道

$Ad(G)X=\{Ad(g)X:g\in G\}$

は, $\mathfrak{g}$ の部分多様体となり, $G$ の等質空間 $G/G_{x}$ と同一視される。 ここで, $G_{x}$ は

$\{g\in G : Ad(g)X=X\}$ によって定義される固定部分群である。 $G$ が半単純リー群

ならば, Killing 形式によって佳と双対空間 $\mathfrak{g}^{*}$ を同一視でき, $\text{随}t^{\backslash }\neq’\text{軌道}Ad(G)X$ に

は, G-不変なシンプレクティヅク構造が定義される。
さて, $ad(X)$ : $\mathfrak{g}arrow \mathfrak{g}$ が半単純な線型変換を与えるとき, $Ad(G)X$ を半単純軌道と

よぶ。 このとき, $G_{X}$ は簡約な部分群になり, $Ad(G)X$ には Gー不変な擬リーマン計
量が存在する。定理 $C$ をこの場合に適用することにより, 次の幾何的な結果が得ら
れる。

定理 $D([16], [17])$ . 半単純軌道 $Ad(G)X$ にコンパクトなクリフォードークライン形

が存在するならば, $Ad(G)X$ には $G$-白変な複素構造が存在する。さらに, 上記のシ
ンプレクティヅク構造や擬リーマン計量と両立する $G$-不変な擬 K\"abler 構造 6が存在
する。

$-$方, 半単純軌道であるが, 不変な複素構造を持たない典型例には

$G/H=GL(n+m, \mathbb{R})/(GL(n, \mathbb{R})\cross GL(nx, \mathbb{R}))$

のようなパラ等質空間とよばれるクラスがある。 この例では

$X=diag(1, \ldots, 1,0, \ldots, 0)\in\S r(n+m, \mathbb{R})$

を通る半単純軌道 $Ad(G)X$ である。一般に, $ad(X)$ の固有値がすべて実数であるよ

うな $X$ を通る半単純軌道 $Ad(G)X$ はパラ等質空間 $G/H$ の構造をもつ。 このとき,
$\mathbb{R}-$ rank $G=\mathbb{R}-$ rank $Gx$ となるので, パラ等質空間 $G/Gx$ には無限不連続群が存在

せず (Calabi-Markus 現象), 従ってクリフォードークライン形は決してコンパクトに
なりえない。

半単純軌道が複素構造を持ち, さらに半単純対称空間の構造をもつ空間は Berger
の分類では $\frac{1}{2}$ -Kahler 対称空間とよばれている。例えば, 等質空間

$SO(2n, 2m)/U(n, m)$

は $\frac{1}{2}$ -K\"ahler 対称空間の例である。この例において, $n,$ $m\geq 1$ のときは, 固定部分群
が非コンパクトであることに注意しよう。 $n=1$ または $m=1$ ならば, コンパクト
なクリフォードークライン形が存在することが定理 $B$ よりわかる。

定理 $D$ は, 最初, $G/\underline{G}_{X}\vee$
が (本質的に) 楕円型軌道であることを示すことによって

証明された。そのアイディアを簡単に説明しよう ([17]):

6計量が正定値のかわりに不定値も許容するという点を除いて K\"ahler 計量と同じよ
うに定義される。
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イ) $ad(X)$ の実固有値が減り, 純虚数固有値が増えるように $X$ を (あるやり方で) 新
しい元 $Y$ に取り替えると, $G/G_{Y}$ は擬ケーラー等質多様体の構造をもつ。

ロ) 定理 A を用いると, 変換群 $G$ の離散部分群 $\Gamma$ が $G/G_{X}$ に固有不連続に作用して

いるならば, $\Gamma$ は $G/G_{Y}$ にも固有不連続に作用することが示される。

ハ) Serre のスペクトラル系列を用いて比較すると, $\Gamma\backslash G/G_{x}$ より $\Gamma\backslash G/G_{Y}$ の方がコ

ンパクトになりやすいことが示される。

二) 従って, $\Gamma\backslash G/G_{x}$ がコンパクトと仮定すれば, $G_{x}=G_{Y}$ が結論される。

その後, Benoist と Labourie はシンプレックティヅク幾何の手法を用いるという
全く異なるアイディアによって, 定理 $D$ の別証明を与えた [3] 。なお, 彼らの手法は,
固定部分群に $\mathbb{R}$ と同型な正規部分群が含まれているという仮定に基づいているため,
半単純対称空間には適用できない 7。

49. 最後に, 最近, さまざまな手法が適用できる例として多くの人が研究してい
る $SL(n)/SL(m)$ の場合のコンパクトなクリフォードークライン形の存在問題に触れ
よう。

この方向の最初の例は, 定理 $C$ を $G=SL(3, \mathbb{C}),$ $H=SL(2, \mathbb{C}),$ $L=SU(2,1)$ に
適用することによって示された次の結果である (1990):

命題 4.9 ([16]). $SL(3, \mathbb{C})/SL(2, \mathbb{C})$ にはコンパクトなクリフォードークライン形が存

在しない。

また, Benoist (1996) は系 3.10を用いて次の命題を示した:

命題 4.10 ([2]). $SL(3, \mathbb{R})/SL(2, \mathbb{R})$ にはコンパクトなクリフォードークライン形が存

在しない。

この命題は, 最近 Oh-Witte (1999) によって次のように拡張された:

命題 4.11 ([34]). $SL(3, \mathbb{R})$ の非コンパクトかつ非余コンパクトな部分群 $H$ に対し

て, $SL(3, \mathbb{R})/H$ にはコンパクトなクリフォードークライン形が存在しない。

命題 4.9, 命題 4.10をそれそれを高次元の場合に述べると,
定理 $E([17])$ . $F=\mathbb{R},$ $\mathbb{C}$ とする。 $n> \frac{3}{2}m+2$ ならば 8 $SL(n, F)/SL(m, F)$ にはコ

ンパクトなクリフォードークライン形が存在しない。

定理 4.12 (Benoist). $n=m+1$ かつ $m$ は偶数ならば $SL(n, \mathbb{R})/SL(m, \mathbb{R})$ にはコ

ンパクトなクリフォードークライン形が存在しない。

また, Zimmer (1994) は $\Gamma\backslash SL(n)/SL(m)$ における $SL(n-m)$ の作用の\iota ;)レゴ--

ド性を用いるという手法で, 次の定理を示した。

定理 4.13 (Zimmer [43]). $n\gg 2m$ ならば $SL(n, F)/SL(m, F)$ にはコンパクトな

クリフォードークライン形が存在しない。

ただし, 定理 4.13は定理 $E$ より弱い結果になっている。
–方, Margulis (1997) は $SL(n)$ のユニタリ表現を $SL(m)$ に制限してその漸近挙

動を調べるという表現論的手法で次の定理を示した。

定理 4.14 (Margulis [29]). $\varphi$ : $SL(2, \mathbb{R})arrow SL(n, \mathbb{R})$ を既約表現とする。 $n\geq 4$ なら

ば $SL(n, \mathbb{R})/\varphi(SL(2, \mathbb{R}))$ にはコンパクトなクリフォードークライン形が存在しない。

7半単純対称空間 $G/H$ において, $H$ が $\mathbb{R}$ を正規部分群として含むならば, $\mathbb{R}-$ rank $G=$

R- rank $H$ となり, Calabi-Markus 現象が起こる。
8実際は, 偶奇によって, もう少し良い評価ができる;[20] 参照。
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