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1. 導入
$G$ を実 Lie 群とし、 $\Gamma$ をその離散部分群で商空間 $\Gamma\backslash G$ がコンパクトであるようなも

のとする。 $G$ 上の右不変測度 $dg$ を固定し、それと各点が測度 1を持つ $\Gamma$ 上の測度によ
る $\Gamma\backslash G$ 上の商測度を再び $dg$ と書く。

$\int_{G}f(g)dg=\int_{\Gamma\backslash G}\sum_{\gamma\in\Gamma}f(\gamma g)dg$.

$f\in C_{c}^{\infty}(G)$ に対して、Hilbert 空間 $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ 上の $G$ の右正則表現 $R$ によって得られる
作用素 $(\phi\in L^{2}(\Gamma\backslash G))$

$[R(f) \phi](x):=\int_{G}f(g)\phi(xg)dg=\int_{\Gamma\backslash G}(\sum_{\gamma\in\Gamma}f(x^{-1}\gamma y))\phi(y)dy$

は核函数

$K(x, y):= \sum_{\gamma\in\Gamma}f(x^{-1}\gamma y)$

を持つ積分作用素である。 $\Gamma\backslash G$ がコンパクトなのでこれは Hilbert-Schmidt class だが、
更に Duflo-Labesse の議論 [$A1$ , Cor.4.2], [$DL$ , I.1.11] により、 $f_{i}’,$ $f_{i}’’\in C_{c}^{\infty}(G)(1\leq i\leq r)$

があって $f= \sum_{i=1}^{r}f_{i}’*f_{i}’’$ と書ける $0$ よって

ア

$R(f)= \sum_{i=1}R(f_{i}’)\circ R(f_{i}’’)$

は trace class でありそのトレ $-\text{ス}$ は、 $\Gamma$ 内の共役類の集合を $D(\Gamma),$
$\gamma$ の $\Gamma$ 及び $G$ で

の中心化群を各々 $\Gamma_{\gamma},$ $G_{\gamma}$ と書けば

$trR(f)=\int_{\Gamma\backslash G}K(x, x)dx=\sum_{\{\gamma\}\in O(\Gamma)}\sum_{\delta\in\Gamma_{\gamma}\backslash \Gamma}\int_{\Gamma\backslash G}f(x^{-1}\delta^{-1}\gamma\delta x)dx$

$= \sum_{\{\gamma\}\in O(\Gamma)}\int_{G_{\gamma}\backslash G}\int_{r_{\gamma}\backslash G_{\gamma}}f(x^{-1}\gamma x)dydx$

$= \sum_{\{\gamma\}\in D(\Gamma)}a(\gamma)I(\gamma, f)$
,

$a(\gamma):=meas(\Gamma_{\gamma}\backslash G_{\gamma})$ , $I( \gamma, f):=\int_{G_{\sim}\backslash Cr}f(x^{-1}\gamma x)dx$

で与えられる。 また、 $R$ は $G$ の既約ユニタリ表現の直和に分解し、各既約表現 $\pi$ の $R$

.での重複度 $a(\pi)$ は有限であることもわかる。

$trR(f)=\sum_{\pi\in II(G)}a(\pi)I(\pi, f)$
.
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ここで $\Pi(G)$ は $G$ の既約ユニタリ表現の同型類の集合であり、 $I(\pi)=tr\pi$ は $\pi$ の

distribution character である。 こうして Selberg 跡公式の原型 [Se]

(1.1)
$\sum_{\{\gamma\}\in J\supset(\Gamma)}a(\gamma)I(\gamma., f)=\sum_{\pi\in\Pi(G)}a(\pi)I(\pi, f)$

が得られる。 この左辺を幾何サイド、右辺をスペクトルサイドと呼ぶ。
跡公式はこのように構成が単純なことと Frobenius 相互律の拡張とも思える明確な構造
によって、様々な変形を生み、幅広い分野で活用されている。その広がりの大きさは、そ
れを包括的に解説することが不可能に思われるほどである。従ってこの講演でもそのよう
な多様な応用にはふれず、 これらの分派の一つである Arthur-Selberg 跡公式に話題を絞
る。 Arthur-Selberg 跡公式は種々の跡公式の中で、 $\Gamma\backslash G$ が測度有限だがコンパクトでな
い場合への (講演者の知る限り) 唯=の拡張である。 この方向への拡張は Selberg 自身も
[Se] の中で示唆しているが、それが完全に解決されるにはかなりの時間と労力を要した。
何より $\Gamma\backslash G$ がコンパクトでないため $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ のスペクトル分解が非常に非自明な問題
になる。本質的に $G$ が簡約 Lie 群で $\Gamma$ がその数論的部分群である場合に限り、この問題
は Langlands によって解決された [L2]。この結果と Selberg 自身が示唆した核函数の戴頭
の巧妙な高次元化により、Arthur は Selberg 跡公式の高次化、 いわゆる Arthur-Selberg
跡公式の構成に成功した [A1], [A2], [Lab] $([CLL])$。

こうして得られた跡公式はその収束性においてきわめて弱く、たとえばそのテスト函数
として $G$ 上の二乗可積分函数などを取ることはできない。 しかし六型形式の研究やその
Artin 予想や Hasse-Weil 予想への応用に際しては、跡公式は他の群の跡公式や、志村多
様体の $p$-進コホモロジーに対する Lefschetz-Grothendieck 跡公式などと比較するもので
あって、個々の公式の収束性についての強い情報は必要ない。これが、解析的に見れば満
足な跡公式が得られない非コンパクトな場合にまである意味で “強引に” 跡公式を拡張す
る動機である。
一方でこうした応用のためには跡公式を比較に適した形に書かなければならない。 ま

ず Arthur がそうしているように $G$ 及び $\Gamma$ を、代数体 $F$ 上の簡約代数群 $G$ のアデ- ル
群 $G(A_{F})$ と $G(F)$ で各々置き換えた状況を考える。 さらに跡公式の両辺の各項を大域的
な意味を持つ定数 $a(\gamma),$ $a(\pi)$ と局所的な超函数の Euler 積

$I( \gamma, f)=\prod_{v}I_{v}(\gamma, f_{v})$ , $I( \pi, f)=\prod_{v}I_{v}(\pi_{v}, f_{v})$

の積の形に書かねばならない [A5], [A8]。これにより保型形式の研究にとって基本的な
Hecke 環の可換性が跡公式に組み込まれる。次に異なる群 $G$ と $G’$ の跡公式の問の比較で
は、 それらの群上のテスト函数 $f\in C_{c}^{\infty}(G(A))$ と $f’\in C_{c}^{\infty}(G’(A))$ の問の対応が与えら
れているわけではなく、それらの $Ad(G(A))$ 不変ないわゆる invariant 超函数での値の間
の対応のみが与えられる。そこで収束を保証するための裁頭操作によって $Ad(G(A))$ 不
変性が失われている跡公式を、 $G$ 自身に加えて Levi 部分群上の invariant 超函数も使う
ことで invariant にする必要がある [A3], $[A10]$ , [All]。この間、最初の原始的な跡公式を
得るまでと、それからこの invariant 跡公式を引き出すまでにそれぞれ 10年近い歳月が
かかっている。 しかしこれにより可解拡大に対する $GL(n)$ 上の保型形式の base change
リフトの構成など、以前は期待さえできなかったほどの成果が達成された。

$GL(n)$ 以外の群の場合には異なる保型表現が全く同一の数論的寄与を持つ、いわゆる $L$

不可分性の現象が起きる。これは $G$ の ( $\overline{F}$ 上の) 共役類の幾何と跡公式を支配する $G(F)$

ないしは $G(A)$ の共役類の間に隔たりがあることに起因すると予想されている。そこで $G$

のガロワコホモロジーのデータから定まる endocopic 群と呼ばれるより次元の低い簡約
群を導入し、 $G$ 自身及びそれらの共役類の幾何のみから定まる寄与の和として $G$ の跡公

式を書く 安定化が必要である [L4], [Ko2], [Ko3]。 $P$ 進群の調和解析の困難によりこれが
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達成されているのは目下のところ $SL(2)[LL]$ や $U(3)_{E/F}$ [Ro2] だけだが、Waldspurger
による $Sp(2)$ の場合を始めとしていくつかの進展も見られる [A14], [Ko6]。
これらを踏まえて今回の解説では、 まず第=部でこの Arthur-Selberg 跡公式の構成に

ついて簡潔に述べる。\S 2ではアデール群を扱う理由を説明し、 $L^{2}(G(F)\backslash G(A))$ 上の右正
則表現の核函数を、共役類のデータとスペクトル分解のデータで各々記述する。こうして
得られた核函数は残念ながら対角集合 $G(F)\backslash G(A)$ 上可積分でないため、 \S 3ではそれぞ
れに並行した裁頭操作を施して収束する積分の等式を得る (Arthur-Selberg 跡公式)。 \S 4
ではこっして得られた等式の幾何サイドを、 (1.1) のような和の形に書く方法を解説する。
和の各項はある大域的な意味を持つ定数と局所的なウェイト付き軌道積分の Euler 積の積
になる。 \S 5ではスペクトルサイドに対する類似の表記を得る。裁頭操作が積分領域の制
限として明示されていた幾何サイドに対して、スペクトルサイドのそれは Eisenstein 級
数に導燈作用素を施すという陰伏的な形を取る。この戴頭された Eisenstein 級数を表現
に結びつけるには裁頭のパラメタを無限大にとばすしかないが、それでは跡公式の項は発
散してしまう。そこでパラメタを無限大にとばした際の漸近挙動を見ることで目的を達成
する。上でふれた共役で不変ないわゆる invariant 跡公式を作る理論については \S 6で解
説する。第二部ではこうして得られた跡公式の応用を二つ紹介する。 \S 7では跡公式の比
較によって異なる町上の保型形式の間の “リフティング” を得る例として、 $GL(n)$ の可解
拡大に対する base change リフトの構成 [AC] を扱う。 これによりリフトの構成を跡公式
の比較に持ち込むメカニズムを解説する。最後に \S 8では跡公式を使って実対称空間の数
経商に作用する Hecke 作用素の Lefschetz 数を計算した [A13] の結果を紹介する。これ
は [LR], [Ko5], [Lau] などで使われている志村多様体の $\ell$ 進コホモロジーの計算のための
久賀佐藤伊原 Langlands の方法の下敷きになっている。 ここでは、 このような幾何
的な応用の–番の核である、テスト函数の選択によって跡公式が著しく単純化する現象を
見ていただきたい。
なお跡公式には連結簡約群 $G$ に対してだけでなく、 それを $G$ の外部自己同型 $\theta$ でひ

ねった状況を考える twisted 跡公式がある。保工形式のリフトの構成や轡型形式そのも
のの記述などの目的にはこの twsited 版がきわめて重要であるため、そのために記述が煩
雑になることは承知の上でこの原稿でもできる限り twisted 跡公式に拡げて話を進めた。
特に幾何サイドについての話はほぼ完全に twisted 版に広がっている。=方でスペクト
ルサイドはあまり完全な文献が見あたらなかったことと私の力量不足により、 twisted に
なっているのは最初の粗い $\chi$ 展開までである。これについては近い将来の課題としたい。
以上のように Arthur-Selberg の跡公式は、 Langlands らによる鋭い洞察と相まって保

型形式の整数論に、 Selberg が意図したあるいはそれ以上の革命的な発展をもたらしてい
る。特に、志村谷山によって示唆された保型形式と Galois 表現やモチーフとの関連を
実現する鍵としての役割は非常に大きい。その中で、=見アデール早上の議論に尽きるよ
うに思われる跡公式の比較は、実 Lie 群をはじめとする局所体上の簡約群の表現論の発
展に強く依存している。これらの分野が相互関連しつつ進展することにより、亜型形式の
整数論的構造についてのより深い理解が進むことが期待されている。
最後になったがこのような場所で跡公式について話す機会を与えてくださった松本久義

氏に深く感謝したい。

Part I. Arthur-Selberg 跡公式の構成

2. アデール群の導入と核函数

2.1. アデール群. $F$ を代数体、すなわち有理数体 $\mathbb{Q}$ の有限次拡大とする。 $\mathbb{Q}$ が $\mathbb{R}$ や $p$

進数体 $\mathbb{Q}_{p}$ ($p$ は素数) という同値でない完備化を持つように、 $F$ も可算無限個の完備化の
同値類を持つ。 この各同値類 $v$ のことを $F$ の素点と呼び、対応する完備化を $F_{v}arrow F$

と書く。 $F_{v}\simeq \mathbb{R}$ (resp. $\mathbb{C}$ ) となる $v$ を実素点 (resp. 複素素点) といい、 それらをまとめ
28
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て無限素点という。それ以外の素点 $v$ を有限素点と言うが、 このとき瓦はある $P$ 進体
$\mathbb{Q}_{p}$ の有限次拡大である。従って罵は整数環と呼ばれる極大コンパクト部分環 $\mathcal{O}_{v}$ を持
ち、 それは唯=つの極大イデアル $\mathfrak{p}_{v}$ を持つ局所環である。剰余体 $\kappa_{v}=\mathcal{O}_{v}/\mathfrak{p}_{v}$ はある有
限体 $F_{q_{v}}$ になる。そこで坐上の絶対値で、億の任意の生成元 $\varpi_{v}$ での値が $q_{v}^{-1}$ である
ものを $||_{v}$ と書く。 $v$ が実素点の時には $||_{v}$ として通常の絶対値を、 $v$ が複素素点の時に
は $|z|_{v}:=z\overline{z}$ と取ることにする。無限素点を全て含む素点の有限集合 $S$ に対して

$A(S)=A_{F}(S):=\prod_{v\in S}F_{v}\cross\prod_{v\not\in s}\mathcal{O}_{v}$

は直積位相に関して局所コンパクト位相環になり、 $\{A(S)\}_{S}$ は明らかに位相的帰納系 $(S\subset$

$S’$ の時 $A(S)arrow A(S’)$ が連続) をなす。 この帰納系の位相的帰納極限

$A=A_{F}:=\lim_{arrow}A(S)$

$s$

が $F$ のアデール環である [W]。従って A の元は $\prod_{v}$ $F_{v}$ の元 $(x_{v})_{v}$ であって、有限個を
除く全ての $v$ での成分 $x_{v}$ が $\mathcal{O}_{v}$ に入っているようなものである。 $F_{\infty}:= \prod_{v;}$

ヤヮ’,8.
$\backslash \backslash$

$F_{v}$ ,
$A_{f}:=$ { $(x_{v})_{v}\in A|x_{v}=0,$ $\forall v$ ; 無限素点} などと書く。

$G$ を $F$ 上定義された線型代数群とする。このような群の構造については $[BoT]$ が詳し
い。 $G$ のみによる素点の有限集合 $S_{G}$ であって、任意の $v\not\in S_{G}$ で $G_{v}:=G\otimes_{F}F_{v}$ が “
良い” $\mathcal{O}_{v}$ 構造を持つものがある。そのような $v$ では Kv:=G(Oのが定義可能で、G(凡)
の極大コンパクト部分群になる。 このとき $G$ のアデール群を上と同様に位相的帰納極限

$G(A):=$ $\lim_{arrow,S\supset S_{G}}(\prod_{v\in S}G(F_{v})x\prod_{v\not\in S}K_{v})$

と定義する [Tm]。これは局所コンパクト位相群で、対角埋め込み $G(F)\ni\gamma\mapsto(\gamma)_{v}\in$

$G( A)\subset\prod_{v}G(F_{v})$ により $G(F)$ を離散部分群として含む。$G$ が半単純のとき、$G(F)\backslash G(A)$

は測度有限だが、 $G$ が $F$ 上非等方過つまり $G(F)$ が半単純元のみからなるとき以外はコ
ンパクトでない [BH]。特に $G_{m}(A)=GL(1, A)$ を $F$ のイデール群といい、 $A^{\cross}$ と継く’ 。
これは A の単数群

{ $(x_{v})_{v}\in A|$ 有限個を除く全ての $v$ で $x_{V}\in \mathcal{O}_{v}^{\cross}=\mathcal{O}_{v}\backslash \mathfrak{p}_{V}$ }
に一致するが、 その位相は A の部分集合としての相対位相とは異なる。

$A^{\cross}\ni x=(x_{v})_{v}-|x|_{A}:=\prod|x_{v}|_{v}\in \mathbb{R}_{+}^{\cross}$

は定義可能 (本質的に有限積) で $A^{\cross}$ 上のイデールノルムと呼ばれる。
以下 $G$ は連結かつ簡約であるとする。 $G$ の中心 $Z_{G}$ に含まれる極大 $F$-split トーラスを

$A_{G}$ とし、 $A_{G}(F_{\infty})$ の極大 $\mathbb{R}$ ベクトル部分群を $\mathfrak{U}_{G}$ と書く。 $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ 上の右正
則表現 $R_{G}=R$ の既約部分表現を $G(A)$ の $L^{2}$ 保型表現と呼ぶ。 $G(A_{f})$ の開コンパクト
部分群 $K$ に対して、 $\Gamma_{K}:=G(F)\cap K$ は $G(F_{\infty})$ の数論的部分群であり、 $G(F)\backslash G(A)/K$

は $\Gamma_{K}\backslash G(F_{\infty})$ 型の数論商の有限個の合併になっている。
ここで $\Gamma_{K}\backslash G(F_{\infty})$ 上の薄型形式を考える代わりに $G(F)\backslash G(A)$ 上の保型形式を考察す

る理由は何であろうか。 $G(A)$ の $L^{2}$ 保型表現 $\pi$ は G(凡) の既約ユニタリ表現 $(V_{v}, \pi_{v})$

たちの族 $\{\pi_{v}\}_{v}$ であって、有限個を除く全ての $v$ で $\pi_{v}$ が $K_{v}$ 球表現 $(V_{v}^{K_{v}}\neq\{0\})$ となっ

ているようなものの制限テンソル積

$\otimes_{v}$

’
$\pi_{v}:=Span_{\mathbb{C}}$ { $\otimes_{v}\xi_{v}|\xi_{v}\in V_{v}$

, 有限個を除く全ての $v$ で $\xi_{V}\in V_{v}^{K_{v}}$ }
29
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(の完備化) になっている。アデール群を考えるのは、$\pi$ をその局所成分の族 $\{\pi_{v}\}_{v}$ で記述す

るためである。実際、Hecke は $GL(1)$ の保型指標 $\chi$ をその無限成分 $\chi_{\infty}=\oplus_{v;ffi_{\backslash }\beta R\not\equiv,.9_{\backslash \backslash }}\ldots\chi_{v}$

と不分岐有限成分 { $\chi_{v}|v$ は有限素点、 $\chi_{v}|\kappa_{v}$ は自明} によって記述することに成功し、更
にいわゆる Hecke 理論を提起することによって同様の手法が $GL(2)$ 上の保型形式に対
しても有効であろうことを示唆した。 この示唆は $Jacquet_{\text{、}}Langlands_{\text{、}}Wei1_{\text{、}}$ Piatetskii-

$Shapiro_{\text{、}}$ Shalika によってある意味で実現された。すなわち $GL(n)$ の cuspidal 保型表現は
その任意の有限個を除く局所成分たちで完全に決まることが知られている [$JS$ , Th 4.4]。
しかし $GL(n)$ 以外の群ではこの性質は成り立たない。また $GL(n)$ であっても $n\geq 2$ で

.は保型形式の分類で重要な働きをする $L$ 函数は残りの有限個の局所成分に依存してしま

う。 これらの理由から一般には保型表現の全ての局所成分を考察する必要があり、無限成

分と不分岐成分しか “見えない\rangle ’’ $\Gamma\backslash G(F_{\infty})$ の設定の代わりにアデール群を考えるわけで
ある。

跡公式を記述する立場から言い換えれば、これは跡公式の各項を局所的な項たちの Euler
積の形に書く必要による。無限成分と不分岐成分だけで跡公式のスペクトルサイドを記
述すれば、 それらの成分を共有する異なる多型表現たちの寄与を切り分けることができ

ない。結果、本来は単純な局所的超函数たちの Euler 積の有限個の和で書けるべきもの
が正体不明の大域的な項として残り、不必要に事態を見にくくしてしまう。以上が我々が

Osborne-Warner らによる $\Gamma\backslash G(F\infty)$ の状況での跡公式の記述 [OW] には触れず、 Arthur
の結果に焦点を絞る理由である。見ての通りこれらはいずれも保型形式の整数論からの
要請であり、対称空間の数論商の微分幾何的な考察などには必ずしも適用されないことを
断っておく。

22. Twisted 跡公式の設定、幾何的核函数. 以下特に断らない限り $G$ の (閉) 部分群と
しては $F$ 上定義されたもののみを考えることにする。 $G(A)$ 上の不変測度 $dx$ を一つ固

定する。
有限素点 $v$ では $C_{c}^{\infty}(G(F_{v}))$ はコンパクト台を持ち局所定数、すなわち河曲 $x\in G(F_{v})$

に対してそのある近傍上で定数であるような函数のなすベクトル空間を表す。 $v\not\in S_{G}$ で

は $C_{c}^{\infty}(G(F_{v}))$ は $K_{v}$ の特性函数 $f_{v}^{0}$ を含む。

$C_{c}^{\infty}(G(A)):=Span${ $\otimes f_{v}|f_{v}\in C_{c}^{\infty}(G(F_{v}))$ , 有限個を除く全ての $v$ で $f_{v}=f_{v}^{0}$ }
$v$

が跡公式のテスト函数の空間である。
$G$ の極小放物型部分群とその Levi 分解 $P_{0}=M_{0}U_{0}$ を固定し、 $\theta$ を $G$ の $F$ 上定義さ

れた位数有限の自己同型であって $(P_{0}, M_{0})$ を保つものとする。また $G(F)\mathfrak{U}_{G}$ への制限が

自明な $G(A)$ のユニタリ指標 $\omega$ を取る。 これらは $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}c\backslash G(A))$ に

$[R(\theta)\phi](x):=\phi(\theta^{-1}(x))$ , $[R(\omega)\phi](x):=\omega(x)\phi(x)$ , $\phi\in L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$

と作用する。我々の考える twisted 跡公式 [KS] は $C_{c}^{\infty}(G(A))$ の元 $f$ に付随する作用素

$[R(f)R( \theta)R(\omega)\phi](x)=\int_{G(A)}f(y)\omega(\theta^{-1}(xy))\phi(\theta^{-1}(xy))dy$

$= \int_{G(A)}f(x^{-1}\theta(y))\omega(y)\phi(y)dy$

$= \int_{\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}\int_{\mathfrak{U}_{G}}f(x^{-1}\theta(zy))dz\omega(y)\phi(y)dy$

$= \int_{G(F)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}\omega(y)\sum_{\gamma\in G(F)}\int_{\mathfrak{U}_{G}}f(zx^{-1}\gamma\theta(y))dz\phi(y)dy$

3 $0$
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に適用される。これは $\theta(\pi):=\pi\circ\theta^{-1}$ が $\omega\otimes\pi$ に同型であるような轡型表現 (ないしはそ
の $L$ パケットまたは Arthur パケット) をひろうためである。たとえば、 [LL] では $GL(2)$

で $\theta$ は自明だが $\omega$ が二次拡大に付随する sign 指標の場合を考察することにより、 $SL(2)$

上の墨型形式についての情報を得ている。
さて上の作用素は

$K(x,y)= \omega(y)\sum_{\gamma\in G(F)}\int_{\mathfrak{U}_{G}}f(zx^{-1}\gamma\theta(y))dz$

を持つ積分作用素である。以下では簡単のために

$C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G}):=\{f\in C^{\infty}(G(A))|(ii)(i)$ $supp(f)\#h\mathfrak{U}_{G}k\backslash \grave{(}\ovalbox{\ttREJECT} \text{とし}-c\text{コ^{\backslash }\nearrow\nearrow\backslash _{J}^{o_{J}}f(zg)=f(g),\forall z\in \mathfrak{U}_{G},$

$g\in G(A)$ ,$f(zg)=f(g),$ $\forall z\in \mathfrak{U}_{G},$ $g\in G(A)$ ,
$supp(f)$ は $\mathfrak{U}_{G}$ を法としてコンパクト.

$\}$

とおき、 $f\in C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$ に対して作用素

$[R(f)R( \theta)R(\omega)\phi](x)=\int_{\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}f(y)\omega(\theta^{-1}(xy))\phi(\theta^{-1}(xy))dy$

$= \int_{G(F)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}K(x, y)\phi(y)dy$

$K(x,y):= \omega(y)\sum_{\gamma\in G(F)}f(x^{-1}\gamma\theta(y))$

を考える。 この $K(x, y)$ を幾何的核函数という。
$Ad_{\theta}(g)x:=gx\theta(g)^{-1}$ と書く。 $G(F)$ のこの $Ad_{\theta}$ 作用による $G(F)$ 内の各軌道を $\theta$ 共
役類と呼ぶ。非連結簡約群 $G\rangle\triangleleft\langle\theta\rangle$ における $\gamma\rangle\triangleleft\theta\in G(F)\rangle\triangleleft\theta$ の Jordan 分解を

$\gamma x\theta=\gamma_{s^{\rangle}}\triangleleft\theta\cdot\gamma_{u}=\gamma_{u}\cdot\gamma_{s^{\rangle}}\triangleleft\theta$

と書こう。 $\gamma=\gamma_{s}$ のとき $\gamma$ は $\theta$ 半単純であるという。 $G(F)$ 内の $\theta$ 半単純 $\theta$ 共役類の
集合を $D_{\theta}(G)$ で表す。各 $0\in J\supset_{\theta}(G)$ に対して $\gamma_{S}\in 0$ となるような $\gamma\in G(F)$ の集合を

$\ovalbox{\ttREJECT}$ とする。 このとき

$K_{0}(x, y):= \omega(y)\sum_{\gamma\in\overline{0}}f(x^{-1}\gamma\theta(y))$

とおけば、 明らかに

$K(x, y)= \sum_{0\in J\supset_{\theta}(G)}K_{\text{。}}(x, y)$

である。さらに $G(A)$ の $C_{C}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$ への作用 $Ad_{\theta\omega}$ を $(Ad_{\theta\omega}(g)f)(x):=\omega(g)f(g^{-1}x\theta(g))$

と定めて

$K_{0}(x, x)= \sum_{\gamma\in\overline{0}}(Ad_{\theta\omega}(x)f)(\gamma)$

と見るのが自然である。

2.3. Langlands の Eisenstein 級数の理論とスペクトル核函数. スペクトル核函数を記
述するには Eisenstein 級数による $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ のスペクトル分解の結果が必要で
ある。原論文 [L2] は実 Lie 群を数論的部分群で割った状況で書かれているが、 [MW] に
アデール版がある ( $F$ が有限体上の一変数函数体の場合や、 $G$ が直交群などのように非
連結な場合も扱われている)。 まずは少し記号を準備する。
簡単のために $A_{0}:=A_{M_{0}},$ $\mathfrak{U}_{0}:=\mathfrak{U}_{M_{0}}$ などと書き、U。の Lie 環を $a_{0}$ と書く。鳥を含む

放物型部分群を標準放物型部分群と呼ぶ。標準放物型部分群 $P$ は標準 Levi 部分群と呼ばれ
る $M_{0}$ を含む Levi 成分 $M$ を唯一つ持つ。$\mathfrak{U}_{M}$ を $M$ のルートで消えている $\mathfrak{U}_{0}$ の部分群と
見なし、その Lie 環を $a_{M}\subset a_{0}$ と書く。対数写像 $\mathfrak{U}_{M}arrow a_{M}$ は準同型 $H_{M}$ : $M(A)arrow a_{M}$

31



8 今野拓也 (TAKUYA KONNO)

に延びる。その核を $M(A)^{1}\supset M(F)$ と書く。 これにより $\lambda\in a_{M,\mathbb{C}}^{*}=a_{M}^{*}\otimes_{R}\mathbb{C}$ は $M(A)$

の指標

$M(A)\ni m\mapsto m^{\lambda}:=\exp\langle\lambda, H_{M}(m)\rangle\in \mathbb{C}^{\cross}$

と同一視される。 $G(A)$ の極大コンパクト部分群 $K= \prod_{v}K_{v}$ を、任意の標準放物型部分
群 $P=MU$ に対して岩澤分解 $M(A)=U_{0}^{M}(A)M_{0}(A)K^{M}$ が成り立つように取る。但し、
$U_{0}^{M}:=U_{0}\cap M,$ $K^{M}:=K\cap M(A)$ などと書いた。 これを使って先の $H_{M}$ を

$H_{P}$ : $G(A)\ni umk\mapsto H_{M}(m)\in a_{M}$ , $u\in U(A),$ $m\in m(A),$ $k\in K$

と延ばしておく。

23.1 Cuspidal data と擬 Eisenstein 級数 (wave packet). $P=MU$ を放物型部分群とす
るとき、 $U(F)\backslash G(A)$ 上の局所可積分函数 $\phi$ の $P$ に沿っての定数項を

$\phi_{P}(g):=\int_{U(F)\backslash U(A)}\phi(ug)du$ , $g\in G(A)$

と定義する。 $L^{2_{-}}$カスプ形式の空間 $L_{0}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ を $\phi\in L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ で

あって、任意の (標準) 放物型部分群 $P\subseteq G$ に対して $\phi_{P}$ がほとんど至るところで消
えているものたちからなる空間とする。 これは $G(A)$ の既約ユニタリ表現の直和に分
解することが知られている (Piatetskii-Shapiro)。より正確には $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ 上のカ

スプ形式の空間為 (G(F) $\mathfrak{U}_{G}\backslash$G(A)) は $L_{0}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ の稠密部分群になっており、
ん (G(F) $\mathfrak{U}_{G}\backslash$G(A)) は $G(A)$ の既約ユニタリ化可能許容表現 (既約 $(g(F_{\infty})_{\mathbb{C}}, K_{\infty})$ 加群と
$G(A_{f})$ の既約許容表現のテンソル積) の直和に分解する。以下では為 (G(F) $\mathfrak{U}c\backslash$ G(A))
に現れる許容表現 $\pi$ とその $L_{0}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ での完備化を同じ記号で表し、それぞれ
の $\pi$-isotypic 部分空間を為 (G(F) $\mathfrak{U}_{G}\backslash$ G(A))\mbox{\boldmath $\pi$}’ $L_{0}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))_{\pi}$ で表す。更に言を
$K$ タイプの有限集合として、 これらの中で $K$ が害の元で作用するベクトルからなる部
分空間を各々》40(G(F) $\mathfrak{U}_{G}\backslash$G(A)) $S\pi$ , $L_{0}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))_{\pi}^{S}$ と書けば、 これらは同 $=$の有限
次元空間になる。標準 Levi 部分群 $M$ と $L_{0}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ に現れる $M(A)$ の既約ユ
ニタリ表現 $\rho$ の組 $(M, \rho)$ の $G(F)$ 共役類劣を $G$ の cuspidal datum といい、 その集
合を $X(G)$ と書く。

$P=MU$ を標準放物型部分群とし、 $x\in X(M)$ を取る。 $(L, \rho)\in x$ 及び $K^{L}$ タイプの
有限集合 $S_{L}$ に対して

$P\mathcal{W}_{(L,\rho)}^{M,\mathfrak{F}\iota}:=\{$

$\phi:(a_{L}^{M})_{\mathbb{C}}^{*}$

$arrow Ind_{Q(A)}^{P(A)}A_{0}(L(F)\mathfrak{U}_{L}\backslash L(A))_{\rho^{L}}^{S}\}$ ,
Paley-Wiener $p\triangleleft’7^{O}$

$P\mathcal{W}_{(L,\rho)}^{M}:=\cup P\mathcal{W}_{(L,\rho)}^{M,\mathfrak{F}_{L}}s_{L}$

とおく。 $Q=LV$ は $L$ を Levi 部分群に持つ標準放物型部分群である。 $\phi\in P\mathcal{W}_{(L,\rho)}^{M}$ に

付随する擬 Eisenstein 級数を

$\theta_{\phi}(g):=\sum_{\delta\in Q(F)\backslash P(F)}\phi(\delta g)\wedge$
, $\phi(g):=\wedge\int_{\lambda\in i(a_{L}^{M})^{*}}\phi(g)e^{\langle\lambda,H_{Q}(g)\rangle}d\lambda$

と定める。

定理 2.1 ([MW] II.1). (1) $\theta_{\phi}\in L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))^{S},$ $\forall\phi\in P\mathcal{W}_{(L,\rho)^{\circ}}^{M,S_{L}}\{\underline{B}$ し、 $\mathfrak{F}=$

$Ind_{K^{L}}^{K}\mathfrak{F}_{L}$

。
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(2) $\{\theta_{\phi}|\phi\in P\mathcal{W}_{(L,\rho)}^{M}, (L, \rho)\in X\}$ の張る $L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))$ の閉部分空間を
$L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{X}$ と書けば

$L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))=\overline{\oplus}_{X\in X(M)}L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{X}$.

232. 離散スペクトルから誘導された空間の正規直交基底 $M(A)$ の既約ユニタリ表現
で $\mathfrak{U}_{M}$ 上自明なものたちの同型類の集合を $\Pi(M(A)^{1})$ と書く。 $L^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ は

$M(A)$ の既約表現の直和に分解する部分空間 $L_{d}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ と連続スペクトル
からなる部分空間 $L_{C}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(’A))$ の直和である。実際 $L_{d}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ は

$M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A)$ 上の二乗可積分な保型形式の空間 $A^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ を稠密部分空
間として含み、その既約分解は保型形式の空間の既約許容表現の直和への分解から来る。
$\pi\in\Pi(M(A)^{1})$ に対してその $A^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ 及び $L_{d}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ での iso-
typic 部分空間を各々 $A(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))_{\pi},$ $L^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))_{\pi}$ と書く。 $\lambda\in a_{M,\mathbb{C}}^{*}$

で $\pi$ をひねった表現 $(e^{\lambda}\otimes\pi)(m):=m^{\lambda}\pi(m),$ $(m\in M(A))$ を $\pi_{\lambda}$ と書けば、誘導表現
$\mathcal{I}_{P}(\pi_{\lambda}):=Ind_{P(A)}^{G(A)}A(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))_{\pi_{\lambda}}$ が $A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi}$ 上に実現できる $0$

$[\mathcal{I}_{P}(\pi_{\lambda},g)\phi](x):=\phi(xg)e^{(\lambda+\rho_{P},H_{P}(xg)\rangle}e^{-\langle\lambda+\rho_{P},H_{P}(x)\rangle}$ .

同様に $L^{2}$ 誘導表現 $I_{P}(\pi_{\lambda})$ が $L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{F}\backslash G(A))_{\pi}$ に実現される。
さて、 $\mathfrak{X}\in X(M)$ と $K$ タイプの有限集合言を取り、

$A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}:=A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi}\cap L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{X}$,
$A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}^{S}:=A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi}\cap L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{X}^{\mathfrak{F}}$

などと書く。 もちろん後者は有限次元で

$A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi}=$ $\oplus$ $A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}$ ,
$X\in X(M)$

$A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}=$

言

$A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}^{\mathfrak{F}}$

である。そこで $A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}^{S}$ の正規直交基底の族 $\{\mathfrak{B}_{\pi,X}^{\mathfrak{F}}\}_{\mathfrak{F}}$ で $S\subset \mathfrak{F}’$ の

とき $\mathfrak{B}_{\pi,X}^{S}\subset B_{\pi,X}^{S’}$ となるものを取っておく。

2.3.3. Eisenstein 級数とスペクトル分解 [MW, VI]. $(G, M_{0})$ の Weyl 群を $W^{G}=W$ と

書く。 $w\in W$ の $G(F)$ での代表元を取っておき、それも $w$ で表す。 $M$ を $M’$ に移
す $w\in W$ たちのうちで $wW^{M}$ の中で最短なものたちの集合を $W_{MM’}$ と書く。 $W_{M,M’}$

が空でないとき $P$ と $P’$ は associated であるという。標準 Levi 部分群 $L$ に対して
$W_{M}(L)$ で、 $w\in W_{M}$ で $M$ を $L$ の標準 Levi 部分群に送るものたちの集合を表す。
$\phi\in A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi},$ $w\in W_{M,M’}$ 及び実部が十分正な $\lambda\in a_{M,\mathbb{C}}^{*}$ に対して

$E(X_{)}\phi_{\lambda})$ $:=$ $\sum$ $\phi(\delta x)e^{\langle\lambda+\rho_{P},H_{P}(\delta x)\rangle}$

$\delta\in P(F)\backslash G(F)$

$[M(W_{)} \pi_{\lambda})\phi_{\lambda}](x):=\int_{U’(A)\cap w(U)(A)\backslash U’(A)}\phi(w^{-1}ux)e^{\langle\lambda+\rho_{P},H_{P}(w^{-1}ux)\rangle}du\cdot e^{-\langle w(\lambda)+\rho_{P’},H_{P’}(x)\rangle}$

と定める。 これらは絶対収束し、全 $\alpha_{M,\mathbb{C}}^{*}$ に有理型に解析接続される。その極以外では
$E(x, \phi_{\lambda})$ は $G(F)\backslash G(A)$ 上の保型形式になり、 $M(w, \pi_{\lambda})$ は $\mathcal{I}_{P}(\pi_{\lambda})$ から $\mathcal{I}_{P’}(w(\pi_{\lambda}))$ への

intertwining 作用素になっている。 さらに次の函数等式が成り立つ。
(1) $h\in \mathcal{H}(G(A))$ (Hecke 環) に対して $E(x, I_{P}(\pi_{\lambda}, h)\phi_{\lambda})=R(h)E(x, \phi_{\lambda})$

。

(2) $E(x, M(w, \pi_{\lambda})\phi_{\lambda})=E(x, \phi_{\lambda}))\forall w\in W_{M}(G)_{0}$
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(3) $w\in W_{M,M’},$ $w’\in W_{M’,M’’}$ のとき $M(w’w, \pi_{\lambda})=M(w’, w(\pi_{\lambda}))M(w, \pi_{\lambda})$
。

この Eisenstein級数が誘導空間 $I_{P}(\pi_{\lambda})arrow\lambda\in i(a_{M}^{G})^{*}$ のセクションの空間から $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$

への intertwiner を与える。すなわち
定理 2.2 ([MW] Th VI 2.1). 標準 Levi 部分群 $M$ と $L_{d}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash M(A))$ の既約成分
$\pi\in\Pi(M(A)^{1})$ の元 $\pi$ の組 $(M, \pi)$ の $G(F)$ 共役類 $[M, \pi]$ を $G$ の discrete datum という。
$M$ の $G(F)$ 共役類及び $P$ の associated class を各々 $[M]_{f}[P]$ と書く。族 $F=\{F_{P’}\}_{P’\in[P]}$

で

(1) $F_{P’}$ : $i(a_{M}^{G},)^{*}arrow L^{2}(U’(A)M’(F)\mathfrak{U}_{M’}\backslash G(A))_{\pi’}$ は可測函数。但し $(M’, \pi’)\in[M, \pi]$
。

(2) $F_{P’}(w(\lambda))=M(w, \pi_{\lambda})F_{P}(\lambda),$ $w\in W_{M,M’}$ (特に $w(\pi)=\pi’$ )。
(3)

1 $\Gamma$

$..$ -.. $0$

$||F||^{2}:=, \sum_{)}(M’\pi)\in[M,\pi]\frac{1}{|W_{M}(G)|}\int_{i(a_{M’}^{G})^{*}}||F_{P’}(\lambda’)||^{2}d\lambda<\infty$ .

を満たすものたちのなす $Hilbe\hslash$ 空間を $L[M,\pi]$ と書く。 ここで (3) の積分の中のノルムは
$L^{2}(U’(A)M’(F)\mathfrak{U}_{M’}\backslash G(A))$ のそれである。 このとき $\hat{L}[M,\pi]$ の適当な稠密部分空間上で

$F-, \sum_{(M’,\pi)\in[M,\pi]}\frac{1}{|W_{M},(G)|}\int_{i(a_{M’}^{G})^{*}}E(x, F_{P’}(\lambda’))d\lambda’$

で与えられる $G(A)$ 同変なユニタリ埋め込み $\hat{L}[M,\pi]arrow L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ があり、 その
像を $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))_{[\pi]}$ と書くとき、

$L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))=\overline{\oplus}_{[M,\pi]}L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))_{[\pi]}$ .

特に $[G, \pi]$ の形の discrete datum の寄与は $L_{d}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ の既約分解にすぎない。

23.4. スペクトル核函数. $(M, \pi)\mapsto(\theta(M),\omega^{-1}\otimes\theta(\pi))$ で安定な cuspidal data の集合を
$X_{\theta\omega}(G)$ と書く。やはり、 $(M, \pi)\mapsto(\theta(M), \omega^{-1}\otimes\theta(\pi))$ で安定な discrete datum $[M, \pi]$

と cuspidal datum $x\in X_{\theta\omega}(G)$ それに $K$ タイプの有限集合言を固定する。まずは
f\in C$c\infty$ (G(A)/UG)言に対して $R(f)R(\theta)R(\omega)$ の $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))_{[\pi],X}^{S}$ への制限の核函
数を形式的に計算する。この部分空間の元は定理 22の条件を満たすような函数

$F:i(\alpha_{M}^{G})^{*}arrow L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{[\pi]_{)}X}^{S}$

を使って

$\Phi_{F}(x):=\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}E(x, F(\lambda))d\lambda$

と書けている。但し、定理 22の条件 (2) と Eisenstein 級数の函数等式 (2) を使った。
2.3.2により $F( \lambda)=\sum_{\phi\in \mathfrak{B}_{\pi,X}^{\}}\langle F(\lambda), \phi_{\lambda}\rangle\phi_{\lambda}$ と展開すれば

$[R(f)R( \theta)R(\omega)\Phi_{F}](x)=R(f)R(\theta)R(\omega)\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\phi\in \mathfrak{B}_{\pi,x}ff$
$\sum\langle F(\lambda), \phi_{\lambda}\rangle E(x, \phi_{\lambda})d\lambda$

$= \int_{i(a_{M}^{G})^{r}}\phi\in \mathfrak{B}_{\pi x}^{S}\sum_{1}R(f)R(\theta)R(\omega)E(x, \phi_{\lambda})\langle F(\lambda), \phi_{\lambda}\rangle d\lambda$

ここで函数等式 (1) から

$R(f)R(\theta)R(\omega)E_{P}^{G}(x, \phi_{\lambda})=R(f)R(\theta)E_{P}^{G}(x,\omega\phi_{\lambda})=R(f)E_{\theta(P)}^{G}(x, \theta(\omega\phi_{\lambda}))$

$=E_{\theta(P)}^{G}(x, I_{\theta(P)}(\theta(\omega\pi_{\lambda}), f)\theta(\omega\phi_{\lambda}))$
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であり、 $\alpha_{M}^{G}$ 上の “Fourier 逆公式” から

$\langle F(\lambda), \phi_{\lambda}\rangle=\langle\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}E(y, F(\mu))d\mu,$
$\overline{E(y,\phi_{\lambda})}\rangle$

だから、上式は

$\int_{i(\alpha_{M}^{G})^{*}}\sum_{\phi\in \mathfrak{B}_{\pi x}^{\theta}},E(x, I_{\theta(P)}(\theta(\omega\pi_{\lambda}), f)\theta(\omega\phi_{\lambda}))\langle\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}E(y, F(\mu))d\mu,$

$\overline{E(y,\phi_{\lambda})}\rangle$

$= \int_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\phi\in \mathfrak{B}_{\pi,x}^{\mathfrak{F}}$

$\sum$ $E(x, I_{\theta(P)}(\theta(\omega\pi_{\lambda}), f)\theta(\omega\phi_{\lambda}))\overline{E(y,\phi_{\lambda})}\Phi_{F}(y)dy$

となる。つまり $R(f)R(\theta)R(\omega)$ の $L^{2}$ (G(F) $\mathfrak{U}c\backslash$ G(A)) $S[\pi]$諾への制限は核函数

$K_{[\pi],X}^{S}(x, y):= \int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\phi\in \mathfrak{B}_{\pi,x}^{S}$

$\sum$ $E(x, I_{\theta(P)}(\theta(\omega\pi_{\lambda}), f)\theta(\omega\phi_{\lambda}))\overline{E(y,\phi_{\lambda})}d\lambda$

を持つ。
$X\in X_{\theta\omega}(G)$ に対して

1
$K_{X}(x, y):=$ $\sum$ $\sum$

$P$ ; 標準的
$\pi\in\Pi(M(A)^{1})|W_{M}(G)|$

$\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\sum_{\phi\in \mathfrak{B}_{[\pi],X}}E(x, I_{\theta(P)}(\theta(\omega\pi_{\lambda}), f)\theta(\omega\phi_{\lambda}))\overline{E(y,\phi_{\lambda})}d\lambda$

とおく。 $\pi$ が $L_{d}^{2}(M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash M(A))$ に現れないときには $\mathfrak{B}_{\pi,X}:=\bigcup_{S}B_{\pi,X}^{S}$ は空集合であ

る。相応の収束の議論を経て、核函数のもう一つの表示

$K(x,y)=$ $\sum$ $K_{X}(x,y)$

$X\in X_{\theta\omega}(G)$

を得る。 これをスペクトル核函数という。

3. 裁頭された核函数と基本恒等式

導入で述べたように、 $G$ が $F$ 半単純ランクを持つ場合には上の核函数の対角集合上の
積分

$\int_{G(F)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}K(x, x)dx$

は収束しない。そこで以下のように核函数を話頭し、積分が収束するようにする。

3.1. 粗い $\mathcal{O}$ 展開. まず幾何サイドを考える。ルートに関する記号を用意しよう。 $A_{0}$ の

$\ovalbox{\ttREJECT}$ でのルートの集合を $\Sigma_{0^{\text{、}}}$ その中の単純ルートの集合を $\Delta_{0}$ と書く。 $\Delta_{0}$ の各元に対す
るコルートの集合を $\triangle_{0}^{\vee}$ とする。 これらはそれぞれ $a_{0}^{*}$ 及び $a_{0}$ の部分集合と見なされる。

$P=MU$ が標準放物型部分群の時、 $\triangle 0\backslash \Delta_{0}^{M}$ の元を $a_{M}\subset a_{0}$ に制限して得られる嚇
の (非自明な) 元の集合を $\triangle_{M}$ と書く。 $\alpha\in\Delta_{M}$ を与える $\beta\in\Delta_{0}$ のコルート $\beta^{\vee}\in a_{0}$ の

分解 $\alpha 0=a_{0}^{M}\oplus a_{M}$ における $a_{M}$ 成分として $\alpha^{\vee}$ を定める。 こうして得られる “コルー

ト” の集合を $\triangle_{M}^{\vee}$ と書く。 これは $a_{M}^{G}$ の基底になるが、 それに対する $(a_{M}^{G})^{*}$ の双対基底

を $\hat{\Delta}_{M}=\{\varpi_{\alpha}|\alpha\in\triangle_{M}\}$ と書く。最後に $X\in a0$ に対して $X=X_{M}+X^{M},$ $X_{M}\in\alpha_{M}$ ,
$X^{M}\in a_{0}^{M}$ などと書く。
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さて、 $T\in$ へとして

$\mathfrak{U}_{0}(T)^{M}$ :={a\in 2ら $|\alpha(H_{0}(a))>\alpha(T),$ $\forall\alpha\in\Delta_{0}^{M}$ }
とおく。 ただし、 $H_{0}$ :=HM。である。 $G(F)\backslash G(A)$ の reduction theory によれば、 $U(A)$

と $M_{0}(A)^{1}$ のコンパクト部分集合 $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ があって、 $T_{0}\in a_{0}$ が十分負なら

$G(A)=G(F)\mathfrak{S}(T_{0})$ , $\mathfrak{S}(T_{0})=\omega_{1}\omega_{2}\mathfrak{U}_{O}(T_{0})K$

が成り立つ [Go]。従って $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ 上の積分の中で収束性を脅かすのは $\mathfrak{U}_{0}^{G}(T_{0})$ 成
分についてのそれである。これをカットオフするために次のような構成をする。
$P=MU$ が $\theta$ 不変な標準放物型部分群のとき、 $a_{M}(\theta):=(1-\theta)a_{M}$ とおく。 $X\in a_{M}$

の直和分解 $a_{M}=a_{M}^{\theta}\oplus\alpha_{M}(\theta)$ ( $a_{M}^{\theta}$ は $\theta$ 不変部分) における $\alpha_{M}^{\theta}$ 成分及び $a_{M}(\theta)$ 成分を
各々 $X^{\theta},$ $X(\theta)$ と書く。

$\theta^{\mathcal{T}}P:=\{X\in a_{0}|\alpha(X_{M}^{\theta})>0, \forall\alpha\in\Delta_{M}\}$ の特性函数,
$\theta^{\wedge}\mathcal{T}P:=\{X\in\alpha_{0}|\varpi(X^{\theta})>0, \forall\varpi\in\hat{\Delta}_{M}\}$の特性函数

と定める。 $L^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}c\backslash G(A))$ 上の右移動作用素 $R_{P}(f)R_{P}(\theta)R_{P}(\omega)$ の核函数は

$K_{P}(x,y):= \sum_{\text{。}\in D_{\theta}(G)}K_{P,\text{。}}(x,y)$
,

$K_{P,0}(x,y):= \omega(y)\sum_{\gamma\in P(F)\cap\overline{0}}\int_{U(F)\backslash U(A)}f(x^{-1}\gamma u\theta(y))du$

で与えられる。 これを使って裁頭された核函数を

$k^{T}(x, f):= \sum_{0\in D_{\theta}(G)}k_{o}^{T}(x, f)$
,

$k_{\text{。}}^{T}(x, f):= \sum_{\theta(P)=P\supset P_{0}}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}\sum_{\delta\in P(F)\backslash G(F)}K_{P,0}(\delta x, \delta x)_{\theta^{\mathcal{T}_{P}}}^{\wedge}(H_{0}(\delta x)-T)$

と定義する。

定理 3.1 ([A1] Th.7.1 $(\theta,$ $\omega=1)$ , [CLL] Th 3.12と 5.1の最後の注意). $T\in$ 恥を $suppf$

に対して十分正に取れば

$J^{T}(f):= \sum_{o\in O_{\theta}(G)}J_{\text{。}}^{T}(f)$
, $J_{\text{。}}^{T}(f):= \int_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}k_{0}^{T}(x, f)dx$

は絶対収束する。

証明のアイディアを示す。 まず次のような $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ の分割を用意する。 $Q\subset P$

を標準放物型部分群とする。 $T\in$ 恥に対して、

$F_{Q}^{P}(\bullet, T):=Q(F)\{x\in \mathfrak{S}^{P}(T_{0})|\varpi(H_{0}(x)-T)\leq 0, \forall\varpi\in\hat{\Delta}_{0}^{Q}\}$の特性函数

とし、 $2_{Q}^{P}(x,T):=F_{Q}^{P}(x,T)\tau_{Q}^{P}(H_{0}(x)-T)$ とおけば

$\sum_{Q;Q\subset P}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash P(F)}2_{Q}^{P}(\delta x, T)=1$
, $\forall x\in G(A)$ .

これから

(3.1) $k_{o}^{T}(x, f)=$ $\sum$
$Q \subset P\sum_{\delta\in Q(F)\backslash G(F)}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}K_{P,\text{。}}(\delta x, \delta x)3_{Q}^{P}(\delta x, T)_{\theta}\tau_{P}(\wedge H_{0}(\delta x)-T)$

.
$\theta(P)=P$
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次に $Q$ に含まれる最大の $\theta$ 不変標準放物型部分群を $Q^{\theta}$ と書いて、

$\theta\sigma_{Q}^{P}:=\{X\in\alpha_{0}$

(i) $\alpha(H_{L})>0,$ $\forall\alpha\in\Delta_{L}^{M}$ ,
(ii) $\alpha(H_{L})\leq 0,$ $\forall\alpha\in\Delta_{L}\backslash \Delta_{L}^{M},$

$\}$ の特性函数
(iii) $\varpi(H^{\theta})>0,$ $\forall\varpi\in\triangle_{L^{\theta}}\wedge$ .

とおく。 これを使って $\theta\delta_{Q}^{P}(x, T):=F_{Q}^{P}(x, T)_{\theta}\sigma_{Q}^{P}(H_{0}(x)-T)$ とおけば、

$\sum_{R;R\supset P}\theta \mathfrak{J}_{Q}^{P}(x,T)=2_{Q}^{P}(x,T)$

が成り立ち、従って (3.1) は

$k_{0}^{T}(x, f)= \sum_{Q\subset R}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash G(F)}\theta 0_{Q}^{P}(\delta x,T)\sum_{Q\subset P\subset R}(-1)^{\dim(\alpha_{M}^{G})^{\theta}}K_{P_{0}},(\delta x, \delta x)$

となる。

結局

$\sum_{\text{。}\in D_{\theta}(G)}\sum_{Q\subset R}\int_{Q(F)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}|_{\theta}J_{Q}^{P}(x,T)\sum_{Q\subset P\subset R}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}K_{P,0}(x,x)|dx$

が絶対収束することを示せばよい。 これは被積分函数内の $\theta J_{Q}^{P}(x, T)$ が消えないような
$H_{0}(x)$ たちのなす錐体の上で、残りのファクター

$\theta(P)=P\sum_{Q\subset P\subset R}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}\sum_{\gamma}\int_{U(F)\backslash U(A)}f(x^{-1}u\gamma\theta(x))du$

が急減少 (Poisson の和公式を Lie $U(F)\subset$ Lie $U(A)$ に適用して示される) であることか
ら従う。

3.2. 粗い $\chi$ 展開 – 基本恒等式. 今度はスペクトルサイドを考える。幾何サイドの場合
と同様に $R_{P}(f)R_{P}(\theta)R_{P}(\omega)$ のスペクトル核函数

$K_{P}(x,y)$ $:=$ $\sum$ $K_{P,X}(x, y)$ ,
$X\in X_{\theta\omega}(G)$

$K_{P,X}(x, y)$ $:=$ $\sum$
$Q=LV \subset P\sum_{\pi\in\Pi(L(A))}\frac{1}{|W_{L}^{M}(M)|}$

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}\sum_{\phi\in \mathfrak{B}_{[\pi]x}},E_{\theta(Q)}^{P}(x, I_{\theta(Q)}(\theta(\omega\pi_{\lambda}), f)\theta(\omega\phi_{\lambda}))\overline{E_{Q}^{P}(y,\phi_{\lambda})}d\lambda$

が得られる。 ここで $E_{Q}^{P}(x, \phi_{\lambda})$ は $E_{Q}(x, \phi_{\lambda})$ の定義で $G$ を $P$ で置き換えて得られる
Eisenstein 級数である。 これを使って

$k^{T}(x, f)$ $:=$ $\sum$ $k_{X}^{T}(x, f)$ ,
$X\in X_{\theta\omega}(G)$

$k_{X}^{T}(x, f):= \sum_{\theta(P)=P}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}\sum_{\delta\in P(F)\backslash G(F)}K_{P,X}(\delta x, \delta x)_{\theta^{\mathcal{T}_{P}}}^{\wedge}(H_{0}(\delta x)-T)$
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と定める。定理 3.1から

$I_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}$

x\in よ\theta 。(G)

$\sum$ $k_{X}^{T}(x, f)dx$

が絶対収束することはわかっており、 ここでの目標は積分と実についての和を入れ替え
ることである。そのために柄頭作用素を導入する。 $T\in$ 果と標準放物型部分群 $P$ に対
して

$( \wedge^{T,P}\phi)(x):=\sum_{Q=LV\subset P}(-1)^{\dim a_{L}^{M}}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash P(F)}\tau_{Q}^{P}(\wedge H_{0}(\delta x)-T)\phi_{Q}(\delta x)$

とおく。ここで $\phi$ は $U(F)\backslash G(A)$ 上の局所可積分函数である。$\wedge^{T,G}=\wedge^{T}$ は $L_{0}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$

上恒等写像であるような、 $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ 上の射影になっており、微分も含めて緩増
加な $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ 上の函数を急減少函数に持ってい $\langle$ [A2]。

$P,$ $Q$ が標準放物型部分群で $\theta(P)=P$ のとき

$\sum_{P_{1\supset}P}\theta\sigma_{Q}^{P_{1}}=\tau_{Q\theta^{\mathcal{T}_{Q}}}^{P\wedge P}$

が成り立つことに注意すれば、基本恒等式 [A2 Lem 2.2], [CLL Prop 9.1 .3]

$\sum_{\delta\in P(F)\backslash G(F)}K_{P}(\delta x, \delta x)_{\theta^{\mathcal{T}_{P}}}^{\wedge}(H_{0}(\delta x)-T)$

$= \sum_{Q,P_{1;}Q\subset P\subset P_{1}}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash G(F)}\theta\sigma_{Q}^{P_{1}}(H_{0}(\delta x)-T)\wedge^{T,Q}K_{P}(\delta x, \delta x)$

が得られる。 これと $\wedge^{T,Q}$ の最後の性質から次を得る。

定理 3.2 ([A2] Th 2.1 $(\theta,$ $\omega=1)$ , [CLL] Chapt.15). $\mathfrak{X}\in X_{\theta\omega}(G)$ に対して

$J_{X}^{T}(f):= \sum_{Q\subset P_{1}}\int_{Q(F)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}\theta\sigma_{Q}^{P_{1}}(H_{0}(x)-T)\sum_{\theta(P)=P}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}\wedge^{T,Q}K_{P,x}(x, x)dxP;Q\subset P\subset P_{1}$

は収束し、

$J^{T}(f)=$ $\sum$ $J_{X}^{T}(f)$

$X\in X_{\theta\omega}(G)$

が成り立つ。

注意 3.3. $\theta$ 及び $\omega$ が自明ならば、 $F_{X}(f)$ の右辺の $Q,$ $P_{1}$ についての和は $Q=P_{1}=G$
の時以外消えている。つまり、

$J^{T}(f)= \sum_{X\in X(G)}\int_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}\wedge^{T}K(x, x)dx$

が成り立つ。 しかし、 一般の場合には $Q\subset P_{1}$ は $Q\subset P\subset P_{1}$ となる $\theta$ 安定な $P$ が=
つしかないものに限ることしかできない。

以上から Arthur-Selberg 跡公式

(32)
$\sum_{0\in D_{\theta}(G)}J_{0}^{T}(f)=\sum_{X\in X_{\theta\omega}(G)}J_{X}^{T}(f)$

が得られた。
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4. 細かい $O$ 展開 [A8]

このセクションの目的は (3.2) の左辺の各項を “計算する” ことである。 [JL] では、
$GL(2)$ の跡公式の各項を各素点での局所的な超函数の Euler 積と大域的な量の積に書い
ている。 この形の跡公式が保型形式の整数論に多くの成果をもたらしており、ここでの計
算とはそのような表記を得ることを意味している。

4.1. “原点” $T_{1}$ . (3.2) の両辺を $T$ の函数として見てみよう。 $\theta$ 不変な標準放物型部分群
の組 $Q\subset P$ に対して $a_{0}x\alpha_{0}$ 上の函数 $\theta\Gamma_{Q}^{P}$ を

$\theta\Gamma_{Q}^{P}(X,Y):=\sum_{\theta(P_{1})=P_{1}}(-1)^{\dim(a_{M_{1}}^{M})^{\theta}}\theta^{\mathcal{T}_{Q}^{P_{1}}}(X)_{\theta^{\mathcal{T}_{P_{1}}}}^{\wedge P}(X-Y)P_{1;}Q\subset P_{1}\subset P$

と定める。 これは (3.2) の構或に使われたカットオフ函数 $\theta^{T}P\wedge$ の変動を表している。

(4.1)
$\theta^{\wedge}\tau_{Q}^{P}(X-Y)=\sum_{\theta(P_{1})=P_{1}}(-1)^{\dim(a_{M_{1}}^{M})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{Q}^{P_{1}}(X)_{\theta}\Gamma_{P_{1}}^{P}(X, Y)P_{1;}Q\subset P_{1}\subset P^{\cdot}$

特に

(4.2) $k_{\text{。}}^{T+X}(x, f)=$

$\sum_{Q\subset P,\theta(P)=P_{)}\theta(Q)=Q}(-1)^{\dim(a_{L}^{M})^{\theta}}$

$\cross\sum_{\delta\in P(F)\backslash G(F)}\sum_{\gamma\in Q(F)\backslash P(F)}\theta\Gamma_{P}^{G}(H_{0}(\delta x), X)_{\theta}\tau_{Q}^{P}(\wedge H_{0}(\gamma\delta x)-T)K_{Q,0}(\gamma\delta x, \gamma\delta x)$

がわかる $0$ ところが、 $x=uamk,$ $u\in U(A),$ $a\in \mathfrak{U}_{M}^{G},$ $m\in M(A)^{1},$ $k\in K$ のとき、

$K_{Q,0}^{f}(x, x)= \sum_{\gamma\in L(F)\cap\overline{o}}\int_{V(A)}(Ad_{\theta\omega}(amk)f)(\gamma v)dv$

$= \omega(ma)\sum_{\gamma\in L(F)\cap^{-}}$

。

$\int_{V^{M}(A)}\int_{U(A)}(Ad_{\theta\omega}(k)f)(a^{-1}m^{-1}\gamma vu’\theta(ma))du’dv$

$=a^{2\rho_{P}} \omega(m)\sum_{\gamma\in L(F)\cap\overline{0}}\int_{V^{M}(A)}(Ad_{\theta\omega}(a)f_{P}^{k})(m^{-1}\gamma v\theta(m))dv$

$=a^{2\rho_{P}}K_{Q^{M})\text{。^{}M}}^{M,Ad_{\theta\omega}(a)f_{P}^{k}}(m, m)$,

$f_{P}^{k}(m)$ $:=m^{\rho_{P}} \int_{U(A)}(Ad_{\theta\omega}(k)f)(mu)du$, $m\in M(A)$

であるから、 $J_{0}^{T+X}(f)$ を定義する $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ 上の積分を (4.2) の $P(F)\backslash G(F)$ 上の

和と合わせて $U(F)\backslash U(A)x\mathfrak{U}_{M}^{G}\cross M(F)\backslash M(A)^{1}xK$ 上の積分で書くことにより、

$J_{o}^{T+X}.(f)=$
$\sum_{P\supset P_{0},\theta(P)=P}\int_{M(F)\backslash M(A)^{1}}Q,\cdot P_{0}\subset Q\subset P\sum_{\theta(Q)=Q}(-1)^{\dim(\alpha_{L}^{M})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{Q}^{P}(H_{0}(\gamma m)-T)$

$\cross\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}}\theta\Gamma_{P}^{G}(H_{P}(a), X)\int_{K}K_{Q^{M},\text{。^{}M}}^{M,Ad_{\theta\omega}(a)f_{P}^{k}}(\gamma m, \gamma m)dkdadm$

となる。 ここで 2行目の二重積分は

$\int_{(\alpha_{M}^{G})^{\theta}}\theta\Gamma_{P}^{G}(H, X)\omega(\exp H)dH\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}(\theta)}\int_{K}K_{Q^{M},0^{M}}^{M,Ad_{\theta\omega}(a)f_{P}^{k}}(\gamma m, \gamma m)dkda$
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と分かれるから、後者の積分の中で

$\overline{f}_{P}(m)$
$:= \int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}(\theta)}\int_{K}(Ad_{\theta\omega}(a)f_{P}^{k})(m)dkda$

$=m^{\rho_{P}} \int_{K}\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}(\theta)}\omega(ak)\int_{U(A)}f(k^{-1}a^{-1}\theta(a)mu\theta(k))dudadk$

と書けば結局

$J_{\text{。}}^{T+X}(f)=$

$\sum_{P\supset P_{0},\theta(P)=P}\int_{M(F)\backslash M(A)^{1}}Q;P_{0}\subset Q\subset P\sum_{\theta(Q)=Q}(-1)^{\dim(a_{L}^{M})^{\theta}}K_{Q^{M},0^{M}}^{M,\overline{f}_{P}}(\gamma m, \gamma m)_{\theta^{\mathcal{T}_{P}}}^{\wedge}(H_{0}(\gamma m)-T)dm$

$\cross\int_{(a_{M}^{G})^{\theta}}\theta\Gamma_{P}^{G}(H, X)\omega(\exp H)dH$

$=$
$\sum_{P\supset P_{0},\theta(P)=P}J_{\text{。^{}M}}^{M,T}(\overline{f}_{P})\int_{(a_{M}^{G})^{\theta}}\theta\Gamma_{P}^{G}(H, X)\omega(\exp H)dH$

を得る (参考 6.1)。ここで $\theta\Gamma_{P}^{G}(H, X)$ は $H\in(\alpha_{M}^{G})^{\theta}$ 上でコンパクト台を持つから、最
後の積分は $X$ についての多項式函数になる。 $F_{X}(f)$ についても類似の議論を経て結局、
$F_{0}(f),$ $F_{X}(f)$ , 及び (3.2) の両辺は $T\in\sigma_{0}$ の多 $\text{項_{}I-t}\backslash \text{函}$数である ことがわかる。
さて我々は Norm$(A_{0}, G)(F)/M_{0}(F)$ の代表系 $W\subset G(F)$ を固定していた。 $G$ が $F$ 上

スプリットしているときを除き $W\subset K$ とできるとは限らないが、各 $w\in W$ に対して
$w\in K\circ$ であって

$Ad(w)(a)=Ad(w)(a)\circ$ , $\forall a\in A_{0}(A)$

となるものが取れる。言い換えれば $w\in W$ は $w=wm_{w},$$m_{w}\circ\in M_{0}(A)$ と書ける。 $\alpha\in\triangle_{0}$

に対して $G_{\alpha}$ をそれで生成される $F$ ランクが 1の部分群とする。 $r_{\alpha}\in G_{\alpha}(F)$ であった
から, $h_{\alpha}\in \mathbb{R}$ があって $H_{P_{0}}(r_{\alpha}^{-1})=h_{\alpha}\cdot\alpha^{\vee}$ と書ける。 これを使って

$T_{1}:= \sum_{\alpha\in\Delta_{0}}h_{\alpha}\cdot\varpi_{\alpha}^{\vee}\in a_{0}$

とおく。 $G$ がスプリットしていれば、 これは本当の原点 $0\in\alpha 0$ にできる。多項式函数
$J_{o}^{T}(f),$ $J_{X}^{T}(f)$ の原点婿での値、つまり定数項を各々 $J$

。
$(f),$ $J_{x}(f)$ と書く。Tl、従って

$J\text{。}(f),$ $J_{x}(f)$ とも $M_{0}$ 及び $K$ に依存していることを注意しておく。

4.1.1. 第二の粗い $O$ 展開. 実は $k_{\text{。}}^{T}(x, f)$ の積分は計算できない。そこで $k_{0}^{T}(x, f)$ を

$j_{0}^{T}(x, f):= \sum_{P;P_{0}\subset P\subset G}(-1)^{\dim(\alpha_{M}^{G})^{\theta}}\sum_{\delta\in P(F)\backslash G(F)}j_{P,\text{。}}(\delta x)_{\theta}\tau_{P}(\wedge H_{0}(\delta x)-T)$
,

$j_{P,\text{。}}(x):=\omega(x)$ $\sum$
$\sum_{\gamma\in M(F)\cap\overline{0}\nu\in U^{\gamma s^{\theta}}(F)\backslash U(F)}\int_{U^{\gamma\epsilon^{\theta}}(A)}\phi(x^{-1}\nu^{-1}\gamma u\theta(\nu x))du$

で置き換える。 ここで $U^{\gamma_{S}\theta}$ は $U$ 内の $Ad(\gamma_{s})\circ\theta$ の固定点からなる閉部分群である。
$k_{\text{。}}^{T}(x, f)$ の場合と同様にして、 $T\in a_{0}$ が十分正の時 $j_{\text{。}}^{T}(x, f)$ の $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ 上の積分
は絶対収束し、 $T$ についての多項式函数を定めることがわかる。 さらに

$K_{P,\text{。}}(x, x)= \int_{U(F)\backslash U(A)}j_{P,0}(ux)du$
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から、

$J_{0}^{T}(f)= \int_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}j_{0}^{T}(x, f)dx$

である。

幾何サイドの変形は標準的である。すなわち Jordan 分解により。の項を $G_{\gamma_{s},\theta}$ 上のユ
ニポテント項に帰着する。そのためにまず少し記号を準備する。乃で $M_{0}$ を含む (標準
的とは限らない) 放物型部分群 $P$ であって $\theta(P)$ と $P$ が $G(F)$ 共役であるようなものの
集合を表す。 $P_{0}$ は $\theta$ 安定なので標準放物型部分群 $P$ が乃に属することと $\theta(P)=P$ は

同値だが、標準的でない $P$ に対してはそうとは限らない。 $P\in F_{\theta}$ は $M_{0}$ を含むような
Levi 成分 $M_{P}$ を唯一つ持つ。 $\mathcal{L}_{\theta}:=\{M_{P}|P\in \mathcal{F}_{\theta}\}$ と書く。 さらに $L\in \mathcal{L}_{\theta}$ に対して

$F_{\theta}(L):=\{P\in F_{\theta}|M_{P}\supset L\}$ , $\mathcal{L}_{\theta}(L):=\{M\in \mathcal{L}_{\theta}|M\supset L\}$ ,
$P_{\theta}(L):=\{P\in \mathcal{F}_{\theta}|M_{P}=L\}$

とおく。 $P\in$ みに対して、$g\in M_{P}(F)\backslash G(F)$ であって $Ad(g)0\theta(P)=P,$ $Ad(g)0\theta(M_{P})=$

$M_{P}$ となるものが唯–つある。特に $\theta_{P}:=Ad(g)0\theta|_{a_{M_{P}}}$ は定義可能である。

4.2. Jordan 分解. さて $Q=LV\in$ ゐが標準的なとき、 $j_{Q,0}(x)$ を計算する。 $0$ の代表 $\sigma$

で、 ある $\theta$ 不変標準放物型部分群 $P_{1}=M_{1}U_{1}$ の Levi 成分 $M_{1}(F)$ に含まれるが、 その
$\theta$ 不変な真放物型部分群には含まれていないものを取る。 $\gamma\in\overline{0}\cap L(F)$ の定義から $P_{1}$ に

associated な $\theta$ 不変標準放物型部分群 $Q_{1}=L_{1}V_{1}$ があって、 ある $w\in W_{M_{1},L_{1}}^{\theta}$ による $\sigma$

の像に $\gamma_{S}$ は $L(F)$ 共役 : $Ad_{\theta}(\mu)\gamma_{s}=w(\sigma),$ $\exists\mu\in L(F)$。これと Jordan 分解の性質から

$\gamma=Ad_{\theta}(\mu^{-1})w(\sigma\iota/)$ , $\nu\in \mathcal{U}_{G_{\sigma,\theta}}(F)\cap w^{-1}(L)(F)$

と書ける。 ここで $G_{\sigma,\theta}$ は $\sigma$ の $\theta$ 中心化群 $G^{\sigma\theta}=\{g\in G|Ad_{\theta}(g)\sigma=\sigma\}$ の単位元の連結
成分であり、 $\mathcal{U}_{G_{\sigma,\theta}}$ はその $F$ 有理的なユニポテント元の集合の Zariski 閉包である ( $F$ ユ
ニポテント多様体)。表記の一意性のために $w$ と $\mu$ は各々

$W_{M_{1}}^{\theta}(L, G_{\sigma,\theta}):=\{w\in W_{M_{1}}(L)^{\theta}|\bullet\bullet$ $w(\beta)>0,\forall\beta\in\Sigma_{(P_{1})_{\sigma,\theta}}w^{-1}(\alpha)>0,\forall\alpha\in\triangle_{w(M_{1})}^{L},$ $\}$ ,

及び $(w(G_{\sigma,\theta})\cap L)(F)\backslash L(F)$ を走るものとし、和の重複度 $\iota_{\theta}^{G}(\sigma.):=[G^{\sigma\theta}(F) : G_{\sigma,\theta}(F)]$

で割っておく。 この表記を $j_{Q,\text{。}}(x)$ に適用して、

$j_{Q,\text{。}}(x)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\sum_{w\in W_{M_{1}}^{\theta}(LG_{\sigma,\theta})},\sum_{\mu\in(w(G_{\sigma,\theta})\cap L)(F)\backslash L(F)}\sum_{\eta\in V^{Ad_{\theta}(\mu^{-1})w(\sigma)\theta}(F)\backslash V(F)}$

$\sum_{\nu\in w^{-1}(L)(F)\Gamma u_{G_{\sigma,\theta}}(F)}\int_{V^{Ad_{\theta}(\mu^{-1}\rangle w(\sigma)\theta}(A)}(Ad_{\theta\omega}(\eta x)f)(Ad_{\theta}(\mu^{-1})w(\sigma\nu)v)dv$

$= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\sum_{w\in W_{M_{1}}^{\theta}(LG_{\sigma,\theta})},\sum_{\pi\in(w(G_{\sigma,\theta})\cap Q)(F)\backslash Q(F)}$

$\sum_{\nu\in w^{-1}(L)(F)\ulcorner 1l4_{G_{\sigma,\theta}}(F)}\int_{(w^{-1}(V)\cap G_{\sigma,\theta})(A)}(Ad_{\theta\omega}(\pi x)f)(w(\sigma\nu v))dv$ .
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これを代入して $\pi$ についての和を $\xi:=w^{-1}(\pi)$ についての和に書けば

$\sum_{\delta\in Q(F)\backslash G(F)}j_{Q,0}(x)_{\theta^{\wedge}}\tau_{Q}(H_{0}(\delta x)-T)=\iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\sum_{w\in W_{M_{1}}^{\theta}(LG_{\sigma,\theta})},\sum_{\xi\in(w^{-1}(Q)\cap G_{\sigma,\theta})(F)\backslash G(F)}$

$\sum_{\nu\in w^{-1}(L)(F)\cap\iota 4_{G_{\sigma,\theta}}(F)}\int_{(w^{-1}(V)\cap G_{\sigma,\theta})(A)}(Ad_{\theta\omega}(\xi x)f)(\sigma\nu v)_{\theta^{\mathcal{T}_{Q}}}^{\wedge}(H_{0}(w\xi x)-T)dv$

. を得る。 $G_{\sigma,\theta}$ の標準放物型部分群 $w^{-1}(Q)\cap G_{\sigma,\theta}$ を $R$ と書けば、結局 $J_{0}^{T}(f)$ は

$\iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}\sum_{R\subset G_{\sigma,\theta}}\sum_{\xi\in R(F)\backslash G(F)}\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{R}}(F)}$

標準 $6\backslash \mathfrak{h}$

$\int_{U_{R}(A)}(Ad_{\theta\omega}(\xi x)f)(\sigma\nu v)dv\sum_{w^{-1}(Q)\cap G_{\sigma,\theta}=R}(-1)^{\dim(\alpha_{L}^{G})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{Q}(H_{0}(w\xi x)-T)dxQ,w\in W_{M_{1}}^{\theta}(L,G_{\sigma,\theta})$

$\mathcal{F}_{\theta}(M_{1})_{R}:=\{P\in \mathcal{F}_{\theta}(M_{1})|P_{\sigma,\theta}=R\}$ と書いて

$= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}\sum_{R\subset G_{\sigma\theta}},\sum_{\xi\in R(F)\backslash G(F)}\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{p}}(F)}\int_{U_{R}(A)}(Ad_{\theta\omega}(\xi x)f)(\sigma\nu v)dv$

標準的
$\nu\sim\sim$ –\iota - $/\iota$ -\iota -, $arrow\sim-lYlR$

$\cross\sum_{P\in \mathcal{F}_{\theta}(M_{1})_{R}}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{P}(H_{0}(\xi x)-w_{P}^{-1}(T-T_{1})-T_{1})dx$
.

ここで $w_{P}\in W^{\theta}$ は $w_{P}(P)$ が標準的になるようなものとする。簡単な変数変換により、
これは

$\iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}\int_{G_{\sigma,\theta}(F)\mathfrak{U}_{G}^{\theta}\backslash G_{\sigma,\theta}(A)}\sum_{R\subset G_{\sigma\theta}},\sum_{\delta\in R(F)\backslash G_{\sigma,\theta}(F)}$

標準M

(4.3)
$\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{R}}(F)}\int_{U_{R}(A)}(Ad_{\theta\omega}(\delta xy)f)(\sigma\nu v)dv$

$\sum_{P\in \mathcal{F}_{\theta}(M_{1})_{R}}(-1)^{\dim(a_{M}^{G})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{P}(H_{0}(\delta xy)-w_{P}^{-1}(T-T_{1})-T_{1})dxdy$

となる。 これを $G_{\sigma,\theta}$ のユニポテントな項で表そう。

4.3. ユニポテントな場合への帰着. $(P_{1})_{\sigma,\theta}$ は $G_{\sigma,\theta}$ の極小放物型部分群である。 $(G_{\sigma,\theta}, (M_{1})_{\sigma,\theta})$

に、 $(M_{1})_{\sigma,\theta}$ に関して良い位置にある $G_{\sigma,\theta}(A)$ の極大コンパクト部分群 $K_{\sigma}$ を加えたデー
タに対して、 $G$ の場合と同様に $a_{M_{1}}=\alpha_{(M_{1})_{\sigma,\theta}}$ の原点 $T_{1,\sigma}$ が定まる。 $T\in$ 恥に対して、
$T-T_{1}+T_{1,\sigma}\in a_{0}$ の $\alpha_{M_{1}}$ での像を乃と書く。このとき [A8, \S \S 4, 5] のコンビナトリク
スにより、 (4.3) の最後の行は

$S \in F_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}((M_{1})_{\sigma,\theta})\sum_{S\supset R}(-1)^{\dim(a_{R}^{S})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{R}^{S}(H_{R}(\delta x)-T_{\sigma})_{\theta}\Gamma_{S}^{G}(H_{S}(\delta x)-T_{\sigma}, \mathcal{Y}_{S}^{T}(\delta x, y))$
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と書ける。 ここで $\mathcal{Y}_{S}^{T}(x, y)$ の定義は上記文献を参照。 これにより、 $J_{0}^{T}(f)$ は

$J_{0}^{T}(f)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}S;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset S\subset G_{\sigma,\theta}\sum_{\theta(S)=S}\int_{G_{\sigma,\theta}(F)\mathfrak{U}_{G}^{\theta}\backslash G_{\sigma,\theta}(A)}R;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset R\subset S\sum_{\theta(R)=R}$

$\sum_{\delta\in R(F)\backslash G_{\sigma,\theta}(F)}\omega(xy)\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{R}}(F)}\int_{U_{R}(A)}f(y^{-1}\sigma x^{-1}\delta^{-1}\nu v\theta(\delta xy))dv$

$\cross(-1)^{\dim(a_{R}^{S})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{R}^{S}(H_{R}(\delta x)-T_{\sigma})_{\theta}\Gamma_{S}^{G}(H_{S}(\delta x)-T_{\sigma}, \mathcal{Y}_{S}^{T}(\delta x,y))dxdy$

$= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}S;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset S\subset G_{\sigma,\theta}\sum_{\theta(S)=S}\int_{G_{\sigma,\theta}(F)\mathfrak{U}_{G}^{\theta}\backslash G_{\sigma,\theta}(A)}\theta(R)=R\sum_{R;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset R\subset S}\sum_{\xi\in S(F)\backslash G_{\sigma,\theta}(F)}$

$\sum_{\mu\in R^{M}s(F)\backslash M_{S}(F)}\omega(xy)\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{R}}(F)}\int_{U_{R}(A)}f(y^{-1}\sigma Ad_{\theta}(x^{-1}\xi^{-1}\mu^{-1})(\nu v)\theta(y))dv$

$\cross(-1)^{\dim(\alpha_{R}^{S})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{R}^{S}(H_{R}(\mu\xi x)-T_{\sigma})_{\theta}\Gamma_{S}^{G}(H_{S}(\mu\xi x)-T_{\sigma}, \mathcal{Y}_{S}^{T}(\mu\xi x, y))dxdy$

$= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)}S;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset S\subset G_{\sigma,\theta}\sum_{\theta(S)=S}\int_{S(F)\mathfrak{U}_{G}^{\theta}\backslash G_{\sigma,\theta}(A)}R;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset R\subset S\sum_{\theta(R)=R}$

$\sum_{\mu\in R^{M}s(F)\backslash M_{3}(F)}\omega(xy)\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{R}}(F)}\int_{U_{R}(A)}f(y^{-1}\sigma Ad_{\theta}(x^{-1}\mu^{-1})(\nu v)\theta(y))dv$

$\cross(-1)^{\dim(\alpha_{R}^{S})^{\theta}}\theta^{\wedge}\tau_{R}^{S}(H_{R}(\mu x)-T_{\sigma})_{\theta}\Gamma_{S}^{G}(H_{S}(\mu x)-T_{\sigma}, \mathcal{Y}_{S}^{T}(\mu x, y))dxdy$

となる。 この中の $x$ についての積分に岩澤分解 $G_{\sigma,\theta}(A)=Us(A)\mathfrak{U}s^{M}s(A)^{1}K_{\sigma}$ の積分
公式を適用して

$J_{0}^{T}(f)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}\sum_{S;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset S\subset G_{\sigma,\theta}}\int_{K_{\sigma}}\int_{\mathfrak{U}_{S}/\mathfrak{U}_{G}^{\theta}}$

$\int_{M_{S}(F)\backslash M_{S}(A)^{1}}\sum_{R;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset R\subset S}(-1)^{\dim(a_{R}^{S})^{\theta}}\sum_{\mu\in R^{M_{S}}(F)\backslash M_{S}(F)}\omega(m)$

$\sum_{\nu\in \mathcal{U}_{M_{R}}(F)}\int_{U_{R}^{M_{S}}(A)}\Phi_{S,a,k,y}^{T}(Ad_{\theta}(m^{-1}\mu^{-1})(\nu v_{1}))_{\theta}\tau_{R}^{S}(\wedge H_{R}(\mu m)-T_{\sigma})dv_{1}dmdadkdy$

(4.4)
$= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}S;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset S\subset G_{\sigma,\theta}\sum_{\theta(S)=S}(\int_{K_{\sigma}}\int_{\mathfrak{U}_{S}/\mathfrak{U}_{G}^{\theta}}J_{uni_{P}}^{M_{S},T_{\sigma}}(\Phi_{S,a,k,y}^{T})dadk)dy$

を得る。但し、 $0=\{1\}$ に対する $\text{。}(f)$ を $J_{unip}^{T}(f)$ と書いた。 また

$\Phi_{S,a,k,y}^{T}(m)=m^{\rho s}\int_{U_{S}(A)}\omega(k)(Ad_{\theta\omega}(y)f)(\sigma Ad_{\theta}(k^{-1})(mv_{2}.))dv_{2}\cdot\omega(a)_{\theta}\Gamma_{S}^{G}(H_{S}(a)-T_{\sigma}, \mathcal{Y}_{S}^{T}(k, y))$ .

さて、上の式を $T=T_{1}$ に specialize しよう $0$ このとき $Q\in F_{\theta}(M_{1})s$ に対して
$\theta\Gamma_{S}^{G}(X, \mathcal{Y}_{S}^{T_{0}}(k, y))=\theta\Gamma_{Q}^{G}(X, -H_{Q}(ky)+T_{1}-T_{1,\sigma})$ が成り立つので、 (4.4) の中の $a$ に
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ついての積分は

$\theta v_{S}’(ky, T_{1}-T_{1,\sigma}):=\sum_{Q\in \mathcal{F}_{\theta}(M_{1})_{S}}\theta v_{Q}’(ky, T_{1}-T_{1,\sigma})$
,

$\theta v_{Q}’(ky, T):=\int_{(a_{L}^{G})^{\theta}}\theta\Gamma_{Q}^{G}(X, -H_{Q}(ky)+T)\omega(\exp X)dX$

のみである。 そこで

$\Phi_{S,y,T}(m):=m^{\rho s}\int_{K_{\sigma}}\int_{U_{S}(A)}\omega(k\exp T_{\sigma})(Ad_{\theta\omega}(y)f)(\sigma Ad_{\theta}(k^{-1})(mu))_{\theta}v_{S}’(ky, T)dudk$

とおけば、

$J_{\text{。}}(f)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}S;(P_{1})_{\sigma,\theta}\subset S\subset G_{\sigma,\theta}\sum_{\theta(S)=S}J^{M_{S}}(unip\Phi_{s,\tau_{1}}-T_{1,\sigma})y,dy$

である。 これと $G_{\sigma,\theta}(F)$ 共役な $S$ に対しては $J_{unip}^{M_{S}}(\Phi s_{y},,\tau_{1}-\tau_{1,\sigma})$ は一定であることに注意
して、 結局

(4.5)
$J_{\text{。}}(f)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(A)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}(\sum_{R\in F_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}((M_{1})_{\sigma,\theta})}\frac{|(W^{M_{R}})^{\theta}|}{|(W^{G_{\sigma,\theta}})^{\theta}|}J_{unip}^{M_{R}}(\Phi_{R,y,T_{1}-T_{1,\sigma}}))dy$

が得られた。

4.4. ウェイト付き軌道積分. まず今後の組み合わせ論的な構成の中で重要な役割を果たす
$(G, M)$ 族を導入する。 $Q=LV\subset P=MU$ を $\theta$ 不変な標準放物型部分群の組とする。
$\triangle_{L}^{M}$ 内の $\langle\theta\rangle$ 軌道の集合を $\Delta_{L,\theta}^{M}$ と書くとき $\{(\alpha^{\vee})^{\theta}\}_{\alpha\in\Delta_{L,\theta}^{M}}$ は $(\alpha_{L}^{M})^{\theta}$ の基底になっている

ことに注意して、 $i\alpha_{L}^{*}$ 上のある種の分母函数を

$\theta\theta_{Q}^{P}(\lambda):=\frac{1}{meas((a_{L}^{M})^{\theta}/\mathbb{Z}[\{(\alpha^{})^{\theta}\}_{\alpha\in\Delta_{L,\theta}^{M}}])}\prod_{\alpha\in\Delta_{L\theta}^{M}}.\lambda(\alpha^{\vee})$
,

$\theta^{\wedge}\theta_{Q}^{P}(\lambda):=\frac{1}{meas((\alpha_{L}^{M})^{\theta}/\mathbb{Z}[\{(\varpi_{\alpha}^{\vee})^{\theta}\}_{\alpha\in\Delta_{L\theta}^{M}}]),1}\prod_{\alpha\in\Delta_{L\theta}^{M}},\lambda(\varpi_{\alpha}^{\vee})$

と定める。 ここで $\{\varpi_{\alpha}^{\vee}\}_{\alpha\in\Delta_{L}^{M}}$ は $\Delta_{L}^{M}$ に対する $a_{L}^{M}$ の双対基底である。 $(\alpha^{\vee})^{\theta}(\alpha\in\Delta_{M,\theta})$

は $(\alpha_{M}^{*})^{\theta}$ 上の線型形式だが、 その零点たちのなす超平面として $(\alpha^{\vee})^{\theta}$ に付随する壁が定
義される。 $(a_{M}^{*})^{\theta}$ から全ての $(\alpha^{\vee})^{\theta}$ の壁を除いた集合の各連結成分が $(a_{M}^{*})^{\theta}$ 内の部屋で
ある。 この部屋たちは $P_{\theta}(M)$ の元と =対–に対応している。 $i(a_{M}^{*})^{\theta}$ 上の滑らかな函数
$r*\{c_{P}(\lambda)\}_{P_{\theta}(M)}$ が $(G, M)$ 族であるとは、 $P,$ $P’\in P_{\theta}(M)$ が $(\alpha_{M}^{*})^{\theta}$ 内の隣り合った部
$\ovalbox{\ttREJECT}$に対応していて $\lambda\in i(a_{M}^{*})^{\theta}$ がこれらの部屋を分ける壁に属するとき $c_{P}(\lambda)=c_{P’}(\lambda)$ が

成り立つこととする。 $\{c_{P}(\lambda)\}_{P\in P_{\theta}(M)}$ を $(G, M)$ 族とするとき、 ある $P\in \mathcal{P}_{\theta}(M)$ を含む
$Q\in$ みに対して

(4.6) $c_{Q}’( \lambda):=\sum_{P_{1;}P_{1}\supset Q}(-1)^{\dim(a_{L}^{M_{1}})^{\theta}}\frac{c_{P_{1}}(\lambda_{M_{1}})}{\theta^{\wedge}\theta_{Q}^{P_{1}}(\lambda)_{\theta}\theta_{P_{1}}^{G}(\lambda)}$

とおく。 ここで、 $\lambda_{M_{1}}\in ia_{M_{1}}^{*}$ ならば $(G, M)$ 族の定義から $c_{P}(\lambda_{M})$ は $P\in P_{\theta}^{P_{1}}(M)$ の取
り方によらない。その値を $c_{P_{1}}(\lambda_{M})$ と書いた。
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補題 4.1 ([A3] Lem 6.1, 6.2, 6.3). $\{c_{P}(\lambda)\}_{P\in P_{\theta}(M)}$ が $(G, M)$ 族であるとする。
(1) $c_{Q}’(\lambda)$ は $i\alpha_{L}^{*}$ 上の滑らかな函数に延びる。
(2) .

$c_{M}( \lambda):=\sum_{P\in P_{\theta}(M)}\frac{c_{P}(\lambda)}{\theta\theta_{P}^{G}(\lambda)}$

は $i(\alpha_{M}^{*})^{\theta}$ 上の滑らかな函数に延びる。
(3) $\{c_{P}(\lambda)\}_{P\in P_{\theta}(M)},$ $\{d_{P}(\lambda)\}_{P\in \mathcal{P}_{\theta}(M)}$ が $(G, M)$ 族の時

$(cd)_{M}( \lambda)=\sum_{Q\in F_{\theta}(M)}c_{M}^{L}(\lambda)d_{Q}’(\lambda)$
.

例えば $x\in G(A)$ に対して、

$\theta v_{Q}(\lambda,x):=e^{-\lambda(H_{Q}(x))}$ , $Q\in P_{\theta}^{P}(L)$

は $(M, L)$ 族である。 これに補題を適用して得られる函数

$\theta v_{L}^{P}(\lambda, x):=\sum_{Q\in \mathcal{P}_{\theta}^{P}(L)}\frac{v_{Q}(\lambda,x)}{\theta\theta_{Q}^{P}(\lambda)}$

を使って $\theta v_{L}^{P}(x):=\lim_{\lambdaarrow 0}v_{L}^{P}(\lambda, x)$ とおく。

さて、 $S$ を $F$ の素点の有限集合とし、 $F_{s}= \prod_{v\in S}F_{v}$ とおく。 $M\in \mathcal{L}_{\theta}$ を取り、 $\gamma\in$

$M(F_{S})$ が $G_{\gamma_{s},\theta}\subset M$ を満たすとする。 このとき、 $f\in C_{c}^{\infty}(G(Fs))$ の $(M, \gamma)$ でのウェ
イト付き軌道積分を

$\theta J_{M}(\gamma, f)$
$:=|D_{\theta}( \gamma)|_{S}^{1/2}\int_{M(F_{S})^{1}\mathfrak{U}_{G}\backslash G(F_{S})}\int_{o_{\gamma,\theta}(M(F_{S}))}Ad_{\theta\omega}(x)f(\mu)_{\theta}v_{M}(x)d\mu dx$

$=|D_{\theta}( \gamma)|_{S}^{1/2}\int_{G_{\gamma,\theta}(F_{S})\backslash G(F_{S})}Ad_{\theta\omega}(x)f(\gamma)_{\theta}v_{M}(x)dx$

と定義する。 ここで $|x|s:= \prod_{v\in S}|x_{v}|_{v},$ $(x_{v})\in F_{S}^{\cross}$ であり、

$D_{\theta}( \gamma)=D_{\theta}^{G}(\gamma):=\prod_{v\in S}\det(1-Ad(\gamma_{v,s})\circ\theta|\mathfrak{g}(F_{v})/g_{\gamma_{v,s},\theta}(F_{v}))$

と書いた。 $9\sigma,\theta$ は $G$ の Lie 環 $g$ 内の $Ad(\sigma)\circ\theta$ の $0$ 固有空間である。 また

$0_{\gamma,\theta}(M(F_{S})):=\{Ad_{\theta}(m)\gamma|m\in M(F_{S})\}$

である。これが収束することは [A9, Lem 2.1] と $o_{\gamma,\theta}(M(Fs))$ 上の不変測度が $G(Fs)$ 上の

Radon 測度であること (Deligne-Rao の定理 [Rao]) から保証される。 -般の $\gamma\in M(Fs)$

に対しては $\theta J_{M}(\gamma, f)$ はある種の極限

$\theta J_{M}(\gamma, f):=\lim_{aarrow 1}\sum_{L\in \mathcal{L}_{\theta}(M)}\theta r_{M}^{L}(\gamma, a)_{\theta}J_{L}(a\gamma, f)$

として定義される $([A9,$ \S \S 3-7] $)$。ここで $\theta r_{M}^{L}(\gamma, a)$ は $(L, M)$ 族

$r_{P^{M}}^{L}( \lambda, \gamma, a):=\prod_{\beta\in\triangle_{M,\theta}^{L}}|\beta^{\theta}(a)-\beta^{\theta}(a)^{-1}|_{S}^{\beta^{\vee}(\lambda^{\theta})_{\theta\rho}(\beta,\gamma_{u})}$

から 補題 4.1 によって定まる函数 $r_{M}^{L}(\lambda, \gamma, a)$ の $\lambda=0$ での値である。 $\theta\rho(\beta, \gamma_{u})$ は
$r_{P^{M}}^{L}(\lambda, \gamma)a)$ が $(L, M)$ 族になるように定まるものである。通常の軌道積分

$J_{G(}/\gamma,$ $f)=|D( \gamma)|_{S}^{1/2}\int_{I_{\gamma}(F)\backslash G(F)}f(x^{-1}\gamma x)dx$ , $\gamma\in G(F_{S}),$ $f\in C_{c}^{\infty}(G(F_{S}))$
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補題 4.1 ([A3] Lem 6.1, 6.2, 6.3). $\{c_{P}(\lambda)\}_{P\in P_{\theta}(M)}$ が $(G, M)$ 族であるとする。

(1) $c_{Q}’(\lambda)$ は $ia_{L}^{*}$ 上の滑らかな函数に延びる。

(2)

$c_{M}( \lambda):=\sum_{P\in P_{\theta}(M)}\frac{c_{P}(\lambda)}{\theta\theta_{P}^{G}(\lambda)}$

は $i(a_{M}^{*})^{\theta}$ 上の滑らかな函数に延びる。

(3) $\{c_{P}(\lambda)\}_{P\in P_{\theta}(M)_{f}}\{d_{P}(\lambda)\}_{P\in P_{\theta}(M)}$ が $(G, M)$ 族の時

$(cd)_{M}( \lambda)=\sum_{Q\in \mathcal{F}_{\theta}(M)}c_{M}^{L}(\lambda)d_{Q}’(\lambda)$
.

例えば $x\in G(A)$ に対して、

$\theta vQ(\lambda,x):=e^{-\lambda(H_{Q}(x))}$ , $Q\in P_{\theta}^{P}(L)$

は $(M, L)$ 族である。これに補題を適用して得られる函数

$\theta v_{L}^{P}(\lambda,x):=\sum_{Q\in P_{\theta}^{P}(L)}\frac{v_{Q}(\lambda,x)}{\theta\theta_{Q}^{P}(\lambda)}$

を使って $\theta v_{L}^{P}(x):=\lim_{\lambdaarrow 0}v_{L}^{P}(\lambda, x)$ とおく。

さて、 $S$ を $F$ の素点の有限集合とし、 $F_{S}= \prod_{v\in S}$ $F_{v}$ とおく。 $M\in \mathcal{L}_{\theta}$ を取り、 $\gamma\in$

$M(F_{S})$ が $G_{\gamma_{s},\theta}\subset M$ を満たすとする。このとき、 $f\in C_{c}^{\infty}(G(Fs))$ の $(M, \gamma)$ でのウエ

イト付き軌道積分を

$\theta J_{M}(\gamma, f)$ $:=|D_{\theta}( \gamma)|_{S}^{1/2}\int_{M(F_{S})^{1}\mathfrak{U}_{G}\backslash G(F_{S})}\int_{o_{\gamma,\theta}(M(F_{S}))}Ad_{\theta\omega}(x)f(\mu)_{\theta}v_{M}(x)d\mu dx$

$=|D_{\theta}( \gamma)|_{S}^{1/2}\int_{G_{\gamma,\theta}(F_{S})\backslash G(F_{S})}Ad_{\theta\omega}(x)f(\gamma)_{\theta}v_{M}(x)dx$

と定義する。 ここで $|x|s:= \prod_{v\in S}|x_{v}|_{v}$ , $(x_{v})\in F_{S}^{\cross}$ であり、

$D_{\theta}( \gamma)=D_{\theta}^{G}(\gamma):=\prod_{v\in S}\det(1-Ad(\gamma_{v,s})\circ\theta|g(F_{v})/g_{\gamma_{v,s},\theta}(F_{v}))$

と書いた。 $g_{\sigma,\theta}$ は $G$ の Lie 環 $g$ 内の $Ad(\sigma)\circ\theta$ の $0$ 固有空間である。また

$0_{\gamma,\theta}(M(F_{S})):=\{Ad_{\theta}(m)\gamma|m\in M(F_{S})\}$

である。これが収束することは [A9, Lem.2.1] と $o_{\gamma,\theta}(M(Fs))$ 上の不変測度が $G(Fs)$ 上の

Radon 測度であること (Deligne-Rao の定理 [Rao]) から保証される。=般の $\gamma\in M(Fs)$

に対しては $\theta J_{M}(\gamma, f)$ はある種の極限

$\theta J_{M}(\gamma, f):=\lim_{aarrow 1}\sum_{L\in \mathcal{L}_{\theta}(M)}\theta r_{M}^{L}(\gamma, a)_{\theta}J_{L}(a\gamma, f)$

として定義される $([A9,$ \S \S 3-7] $)$。ここで $\theta r_{M}^{L}(\gamma, a)$ は $(L, M)$ 族

$r_{P^{M}}^{L}( \lambda,\gamma, a):=\prod_{\beta\in\Delta_{M,\theta}^{L}}|\beta^{\theta}(a)-\beta^{\theta}(a)^{-1}|_{S}^{\beta^{\vee}(\lambda^{\theta})_{\theta\rho}(\beta,\gamma_{u})}$

から 補題 4.1 によって定まる函数 $r_{M}^{L}(\lambda, \gamma, a)$ の $\lambda=0$ での値である。 $\theta\rho(\beta, \gamma_{u})$ は

$r_{P^{M}}^{L}(\lambda, \gamma, a)$ が $(L, M)$ 族になるように定まるものである。通常の軌道積分

$J_{G}( \gamma, f)=|D(\gamma)|_{S}^{1/2}\int_{I_{\gamma}(F)\backslash G(F)}f(x^{-1}\gamma x)dx$ , $\gamma\in G(F_{S}),$ $f\in C_{c}^{\infty}(G(F_{S}))$
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に対しては $\gamma\in M(F_{S})$ の時 descent

$J_{G}(\gamma, f)=J_{M}(\gamma, \overline{f}^{(P)})$ , $\overline{f}^{(P)}(m):=m^{\rho_{P}}\int_{U(F_{S})}\int_{K_{S}}f(kmuk^{-1})dkdu$

が成り立っていた。次の補題はウェイト付き軌道積分に対するその類似である。

補題 4.2 ([A9] Cor 8.7). $\gamma=\gamma_{s}\gamma_{u}\in M(Fs)$ が

$\bullet\gamma_{s}\in G(F)$ ,
$\bullet a_{G_{\gamma_{S},\theta}^{M}}=a_{M}$ ,
$\bullet G_{\gamma,\theta}(F_{S})\subset G_{\gamma_{s},\theta}(F_{S})$

を満たすとき、

$\theta J_{M}(\gamma, f)=|D_{\theta}(\gamma_{s})|_{S}^{1/2}\int_{G_{\gamma_{S},\theta}(F_{S})\backslash G(F_{S})}\sum_{R\in \mathcal{F}^{G_{\sigma,\theta}}(M_{\sigma,\theta})}\theta J_{M_{\sigma_{)}\theta}}^{M_{R}}(\gamma_{u}, \Phi_{R,y,T})dy$

が成り立つ。 ここで

$\Phi_{R,y,T}(m)=m^{\rho_{R}}\int_{K_{\sigma}}\int_{U_{R}(F_{S})}\omega(k\exp T_{\sigma})(Ad_{\theta\omega}(y)f)(\sigma Ad(k^{-1})(mu))_{\theta}v_{R}’(ky, T)dudk$.

これらの準備の下で (4.5) を計算する。 まず素点の有限集合 $S$ を十分大きく取ること
により、

(4.7) $J_{\text{。}}(f)= \frac{1}{[G^{\sigma\theta}(F).G_{\sigma,\theta}(F)]}$.

$\cross\int_{G_{\sigma,\theta}(F_{S})\mathfrak{U}_{G\backslash G(F_{S})}}(\sum_{R\in \mathcal{F}_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}((M_{1})_{\sigma,\theta})}\frac{|(W^{M_{R}})^{\theta}|}{|(W^{G_{\sigma,\theta}})^{\theta}|}J_{unip}^{M_{R}}(\Phi_{R,y,-T_{1,\sigma}}\tau_{1}))dy$

であるとしてよい。 [A7] において、 Arthur は $J_{uni_{P}}(f)$ と $\theta J_{M}(\gamma, f)$ の共役による変動

$J_{unip}( Ad_{\theta}(g^{-1})f)=\sum_{Q\in \mathcal{F}_{\theta}}\frac{|(W^{L})^{\theta}|}{|W^{\theta}|}J_{unip}^{L}(\overline{f}_{Qg}))$’

$\theta J_{M}(\gamma, Ad_{\theta}(g^{-1})f)=\sum_{Q\in F_{\theta}}\theta J_{M}^{L}(\gamma,\overline{f}_{Q,g})$
,

ただし、

$\overline{f}_{Q,g}(l):=l^{\rho_{Q}}\int_{K}\int_{\mathfrak{U}_{L}^{G}(\theta)}\omega(ak)\int_{V(A)}f(k^{-1}a^{-1}\theta(a)\ell v\theta(k))_{\theta}u_{Q}’(k, y)dvdadk$,

$\theta u_{Q}’(k, y):=\int_{(a_{L}^{G})^{\theta}}\theta\Gamma_{Q}^{G}(X, -H_{0}(ky))\omega(\exp X)dX$.

を比較することにより、定数 $a_{\theta}^{L}(S, u)\in \mathbb{C},$ $(L\in \mathcal{L}_{\theta}, u\in \mathcal{U}_{L}(F)$ modulo $Ad_{\theta}(L(Fs)))$ が

あって

$J_{unip}(f_{S})= \sum_{L\in \mathcal{L}_{\theta}}\sum_{u\in \mathcal{U}_{L}(F)/Ad_{\theta}(L(F_{S}))}\frac{|(W^{L})^{\theta}|}{|W^{\theta}|}a_{\theta}^{L}(S,u)_{\theta}J_{M}(u, f_{S})$
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とできることを示した。 これを (4.7) に適用して

$J_{0}(f)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\int_{G_{\sigma,\theta}(F_{S})\mathfrak{U}_{G\backslash G(F_{S})}}\sum_{L\in \mathcal{L}_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}((M_{1})_{\sigma,\theta})}\sum_{R\in \mathcal{F}_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}(L)}\frac{|(W^{L})^{\theta}|}{|(W^{G_{\sigma,\theta}})^{\theta}|}$

$\cross\sum_{u\in \mathcal{U}_{L}(F)/Ad_{\theta}(L(F_{S}))}.a_{\theta}^{L}(S,u)_{\theta}J_{L}^{M_{R}}(u, \Phi_{R,y,T_{1}-T_{1,\sigma}})dy$

を得る。次に $L\in \mathcal{L}_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}((M_{1})_{\sigma,\theta})$ についての和を

$\mathcal{L}_{\sigma,\theta}^{0}(M_{1}):=\{M\in \mathcal{L}_{\theta}(M_{1})|A_{M}^{\theta}=A_{M_{\sigma,\theta}}^{\theta}\}$

についてのそれで置き換えれば、 $|D_{\theta}(\sigma)|s=1$ に注意して

$J_{0}(f)= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\sum_{M\in L_{\sigma,\theta}^{0}(M_{1})}|(W^{M_{\sigma,\theta}})^{\theta}||(W^{G_{\sigma,\theta}})^{\theta}|\sum_{u\in \mathcal{U}_{M_{\sigma,\theta}}(F)/Ad_{\theta}(M_{\sigma,\theta}(F_{S}))}$

$a_{\theta}^{M_{\sigma,\theta}}(S.’ u)|D_{\theta}( \sigma)|_{S}\int_{G_{\sigma,\theta}(F_{S})\backslash G(F_{S})}\sum_{R\in F_{\theta}^{G_{\sigma,\theta}}(M_{\sigma,\theta})}\theta J_{M_{\sigma,\theta}}^{M_{R}}(u, \Phi_{R,y,-}\tau_{1}\tau_{1,\sigma})dy$

補題 42を適用して

(4.8) $= \iota_{\theta}^{G}(\sigma)^{-1}\sum_{M\in \mathcal{L}_{\sigma,\theta}^{0}(M_{1})}|(W^{M_{\sigma,\theta}})^{\theta}||(W^{G_{\sigma,\theta}})^{\theta}|\sum_{u\in \mathcal{U}_{M_{\sigma,\theta}}(F)/Ad_{\theta}(M_{\sigma,\theta}(F_{S}))}a_{\theta}^{M_{\sigma,\theta}}(S,u)_{\theta}J_{M}(\sigma u, f)$

となる。

45. 細かい $O$ 展開. (4.8) を $\sigma$ によらない形に書けば、 [CLL] で言うところの fine $O-$

expansion が得られる。
$\gamma,$ $\gamma’\in M(F)$ が $(M, S)$ 同値とは $\delta\in M(F)$ があって

$\bullet\gamma_{s}’=Ad_{\theta}(\delta)\gamma_{s}$ かつ

$\bullet\gamma_{u}’$ と $Ad_{\theta}(\delta)\gamma_{u}$ は $M(Fs)$ で $\theta$ 共役

なることとする。 $0\in O_{\theta}(G)$ に対して $\overline{0}$ ロ $M(F)$ 内の $(M, S)$ 同値類のなす有限集合を
$(M(F)\cap\overline{0})_{M,s}$ と書く。 $\theta$ 半単純な $\sigma\in M(F)$ が $M$ で $\theta$ 楕円的とは、 $A_{M_{\sigma,\theta}}=A_{M}$ と

なること、言い換えれば $M\in \mathcal{L}_{\sigma,\theta}^{0}(M_{1})$ となることだった。

$\epsilon_{\theta}^{M}(\sigma)$$:=$
とし、

$a_{\theta}^{M}(S, \gamma):=\frac{\epsilon_{\theta}^{M}(\gamma_{s})}{\iota_{\theta}^{M}(\gamma_{s})}\sum_{(u\in \mathcal{U}_{M_{\gamma s^{\theta}}}F)/Ad_{\theta}(M_{\gamma_{\theta},\theta}(F_{S}))}a_{\theta}^{M_{\gamma_{S},\theta}}(S,u)$

$\gamma_{\theta}\theta(u)’ 11\gamma t_{\vee}^{\sim}(M,S)\Pi e\not\in$

とおけば、 (4.8) は

$J_{\text{。}}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}_{\theta}(M_{1})}\frac{|(W^{M_{\sigma,\theta}})^{\theta}|}{|(W^{G_{\sigma,\theta}})^{\theta}|}\frac{\iota_{\theta}^{M}(\sigma)}{\iota_{\theta}^{G}(\sigma)}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{\text{。}})_{M,S}}a_{\theta}^{M}(S, \gamma)_{\theta}J_{M}(\gamma, f)$

$=$ $\sum$

$|(W^{M^{\sigma\theta}})^{\theta}|$

$M \in \mathcal{L}_{\theta}(M_{1})|(W^{G^{\sigma\theta}})^{\theta}|\gamma\in(M(F)\cap\overline{o})_{M,S}\sum_{\gamma_{\delta}=\sigma}a_{\theta}^{M}(S, \gamma)_{\theta}J_{M}(\gamma, f)$
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(4.9) $= \sum_{M\in \mathcal{L}_{\theta}(M_{1})}\frac{|(W^{M})^{\theta}|}{|W^{\theta}|}\cdot\frac{|W^{\theta}|\cdot|(W^{M^{\sigma\theta}})^{\theta}|}{|(W^{M})^{\theta}|\cdot|(W^{G^{\sigma\theta}})^{\theta}|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{\text{。}})_{M,S}}a_{\theta}^{M}(S, \gamma)_{\theta}J_{M}(\gamma, f)$

となる。 ここで $\{(M, \sigma)|M\in \mathcal{L}_{\theta}(M_{1})\}$ 内の $(W^{G^{\sigma\theta}})^{\theta}$ 軌道は $\{(M, 0_{M})|M\in \mathcal{L}_{\theta},$ $0_{M}\in$

$O_{\theta}(M)s.t$ . $Ad_{\theta}(G(F))0_{M}=0\}$ 内の $W^{\theta}$ 軌道の代表系になっている。 $(M, \sigma)$ の $(W^{G^{\sigma\theta}})^{\theta}$

での固定化群は $(W^{M^{\sigma\theta}})^{\theta}$ で $(M, 0_{M})$ の $W^{\theta}$ でのそれは $(W^{M})^{\theta}$ であるから、 (4.9) は

$J_{0}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}_{\theta}}\frac{|W^{M,\theta}|}{|W^{\theta}|}$

$\sum_{0_{M}\in D_{\theta}(M),Ad_{\theta}(G(F))\text{。_{}M}=0}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{\text{。}})_{M,S}}a_{\theta}^{M}(S, \gamma)_{\theta}J_{M}(\gamma, f)$

$(4.10)$
$= \sum_{M\in L_{\theta}}\frac{|W^{M,\theta}|}{|W^{\theta}|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{\text{。}})_{M,S}}a_{\theta}^{M}(S, \gamma)_{\theta}J_{M}(\gamma, f)$

と読み替えられる。 $suppf\cap Ad_{\theta}(G(F))\overline{0}\neq 0$ となる $0$ は有限個しかないことに注意すれ
ば次を得る。

定理 4.3 ([A8] Th 9 $2_{\text{、}}$ 細かい $O$ 展開). $\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ での 1のコンパクト近傍 $\Omega$ に対して
素点の有限集合 $S_{\Omega}$ が取れて、任意の $S\supset S_{\Omega}$ 及び $suPpf\subset\Omega$ なる $f\in C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$

に対して

$J(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}_{\theta}}\frac{|W^{M,\theta}|}{|W^{\theta}|}\sum_{\gamma\in M(F)_{M,S}}a_{\theta}^{M}(S,\gamma)_{\theta}J_{M}(\gamma, f)$

が成り立つ。

最後に $a^{M}(S, \gamma)$ の値については次が知られている。

定理 4.4 ([A8] Th 8.2). $\theta$ 半単純な $\gamma\in G(F)$ に対して $S$ を十分大きく取ったとき、

$a^{G}(S, \gamma)=$
が成り立つ。

5. 細かい $\chi$ 展開

幾何サイドの各項は (十分斜な $T\in a_{0}$ に対しては) $G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)$ 上の積分であった
から、 $T$ によるカットオフの影響を計算することは容易であった。-方スペクトルサイド
でのカットオフの操作は表現空間内の函数 (Eisenstein 級数) の足を切るものであるため、
これを表現の情報に書き直すには $T$ を無限大にとばすしかない。 ところがこれでは跡公
式が発散してしまうので、 $T$ を正の方向に大きくした際の漸近挙動を比較して目的を達成
する。 さて、 twisted 跡公式は基本的に $G\rangle\triangleleft\langle\theta\rangle$ という非連結群を考えるものだが、使え
るスペクトル分解の結果は $G$ に対してのものなので、 この隔たりを埋めるためにかなり
の組み合わせ論的な議論が必要になる。 この煩雑さをさけるため、以下では $\theta,$ $\omega$ が自明
なときに話を限ることにする。 (文献に関しても $\theta$ のみが非自明な場合が [CLL, Chapt.12,
15] に概説されているだけである。)
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5.1. 裁頭された Eisenstein 級数の内積. $P=MU$ を標準放物型部分群とし、 $x\in X(G)$ ,
$\pi\in\Pi(M(A)^{1})$ を取る。 $A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}(2.3.2)$ 上の線型変換 $\Omega_{\pi,X}^{T}(P, \lambda)$ を

$\int_{K}\int_{M(F)\mathfrak{U}_{M\backslash M(A)}}[\Omega_{\pi,X}^{T}(P, \lambda)\phi](mk)\overline{\phi’(mk)}dmdk=\int_{G(F)\mathfrak{U}_{G\backslash G(A)}}\wedge^{T}E(x, \phi_{\lambda})\overline{\wedge^{T}E(x,\phi_{\lambda}’)}dx$

が任意の $\phi,$ $\phi’\in A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}$ に対して成り立つように定める。このとき

定理 32とその後の注意から、 $T$ が十分正な時には

$.(5.1)$ $J_{X}^{T}(f)=$ $\sum$$\sum_{p.@fflMn\not\subset\Pi(M\prime A)1)}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\frac{1}{|P(M)|}tr(\Omega_{\pi,X}^{T}(P, \lambda)I_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))d\lambda$

$P$ ;標準的 $\pi\in\Pi(M(A)^{1})$

が成り立つ。我々の目標はこの右辺を定理 4.3の類似の形にすることである。
そこでこの右辺の被積分函数を計算するために裁頭された Eisenstein 級数の内積を計

算する。 $\phi\in A^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A)),$ $\phi’\in A^{2}(U’(A)M’(F)\mathfrak{U}_{M’}\backslash G(A))$ 及び $\lambda\in ia_{M}^{*}$ ,
$\lambda’\in i\alpha_{M’}^{*}$ に対して、

$\omega^{T}(\lambda,$ $\lambda’,$ $\phi,$ $\phi’)$ $:=$ $\sum$ $\sum$ $\sum$ me下 8 $(\alpha_{L}^{G}/\mathbb{Z}[\triangle_{L}^{\vee}])$

Q=LV;標準的 $w\in WM,Lw’\in WM’,L$

$\cross\frac{\langle M(w,\lambda)\phi_{\lambda},M(w’,\lambda’)\phi_{\lambda’}^{j}\rangle e^{(w(\lambda)-w’(\lambda’))(T)}}{\prod_{\alpha\in\Delta_{L}}(w(\lambda)-w’(\lambda’))(\alpha^{\vee})}$

とおく。 $\phi,$ $\phi’$ がそれぞれカスプ形式の空間に属するならば、

$\langle\wedge^{T}E(\phi_{\lambda}), \wedge^{T}E(\phi_{\lambda’}’)\rangle=\omega^{T}(\lambda, \lambda’, \phi)\phi’)$

である [Ll, \S 9]。 $\phi,$ $\phi’$ がカスプ形式でない二乗可積分な保型形式の時にはこの式は正し
くないが、 しかし次が成り立つ。

定理 5.1 ([A4] Th 9.1). $\epsilon>0$ と局所有界な函数 $\rho$ : $ia_{M}^{*}\cross ia_{M}^{*},$ $arrow \mathbb{R}_{\geq 0}$ があって、任意

の $\phi\in A^{2}(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{X}^{S},$ $\phi’\in A^{2}(U’(A)M’(F)\mathfrak{U}_{M’}\backslash G(A))_{X}^{S}$ に対して、

$|\langle\wedge^{T}E(\phi_{\lambda}), \wedge^{T}E(\phi_{\lambda’}’)\rangle-\omega^{T}(\lambda, \lambda’, \phi, \phi’)|\leq\rho(\lambda, \lambda’)||\phi||\cdot||\phi’||$

が成り立つ。

5.2. Multiplier 定理とその応用. まず問題をはっきりさせておく。 (5.1) の右辺の中で本
質的に収束の問題を引き起こすのは $i(a_{M}^{G})^{*}$ についての積分だけである。実際、 $K$ タイプ

$\tau_{1},$ $\tau_{2}$ と $f\in C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$ に対して、

$f_{\tau_{1},\tau_{2}}(x):= \dim\tau_{1}\dim\tau_{2}\int_{K}\int_{K}tr\tau_{1}(k_{1})\cdot f(k_{1}^{-1}xk_{2}^{-1})\cdot tr\tau_{2}(k_{2})dk_{1}dk_{2}$

とおけば、

$J_{X}^{T}(f)= \sum_{\tau_{1’},r_{2}}J_{X}^{T}(f_{\tau_{1},\tau 2})$

が成り立つ。これから $f$ は $K$ 有限な函数たちのなす部分空間 $C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})_{K}$ に属する

としてよい。ある $K$ タイプを含み cuspidal datum $x$ に属する二乗可積分な保型表現 $\pi$

は有限個しかない [L2] ので、 (5.1) の右辺の $\pi\in\Pi(M(A)^{1})$ についての和は実際には有
限和である。問題は、定理の $\rho(\lambda, \lambda’)$ は局所有界でしかないから、 これを根拠に (5.1)
の $i(\alpha_{M}^{G})^{*}$ についての積分の被積分函数を $\omega^{T}(\lambda, \lambda’, \phi, \phi’)$ で書き換えることができない点
にある。そこで次のような構成をする。

$G(F_{\infty})$ を実 Lie 群と見なし、その Lie 環を化と書く。 $P_{0}(F_{\infty})$ に含まれるその ( $\mathbb{R}$ 上

の) 極小放物型部分九 $P_{\infty}=M_{\infty}U_{\infty}$ を固定する。 $Z(M_{\infty})$ の $\mathbb{R}$ スプリット成分 A$\infty\supset\%$

の Lie 環 $a_{\infty}$ と $K_{\infty}\cap M_{\infty}$ の Cartan 部分環り K\infty を使って、 $\mathfrak{h}:=i\mathfrak{h}_{K_{\infty}}\oplus a_{\infty}$ とおく。 こ
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れは $\mathcal{B}\infty$ の Cartan 部分環である。 h。の $gc$ での Weyl 群を $W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})$ とし、 $W(\mathfrak{h}\text{。})$ 不変で
コンパクト台を持つ $\mathfrak{h}$ 上の Schwartz 超函数の空間を $\mathcal{E}(\mathfrak{h})^{W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})}$ と書こう。

命題 5.2 (Multiplier 定理、 [A6] Th 42). 任意の $\gamma\in \mathcal{E}(\mathfrak{h})^{W(\mathfrak{h}_{C})}$ と $f_{\infty}\in C_{c}^{\infty}(G(F_{\infty}))_{K_{\infty}}$

に対して、 $f_{\infty,\gamma}\in C_{c}^{\infty}(G(F_{\infty}))_{K_{\infty}}$ があって

$\pi_{\infty}(f_{\infty,\gamma})=\gamma(\wedge\chi_{\pi_{\infty}})\pi_{\infty}(f_{\infty})$ , $\forall\pi_{\infty}\in\Pi(G(F_{\infty}))$

が成り立つ $\circ$ ここでりは $\gamma$ の Fourier-Laplace 変換であり、 $\chi_{\pi_{\infty}}\in \mathfrak{h}_{\mathbb{C}}^{*}/W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})$ は $\pi_{\infty}$ の

無限小指標を表す。

これを $f\in C_{C}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})_{K}$ の無限成分に適用して次を得る。 $\mathfrak{h}^{\exp}arrow G(F_{\infty})arrow G(A)^{H_{G}}arrow$

$a_{G}$ が考えられるが、 この核を $\mathfrak{h}^{G}$ と書く。

系 5.3 ([A5] $I$ , Prop 3.1). $\gamma\in \mathcal{E}(\mathfrak{h}^{G})^{W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})}$ に対して、 $C_{C}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})_{K}$ 上の線型変換 $f\mapsto$

$f_{\gamma}$ があって、
$\pi(f_{\gamma})=\gamma(\wedge\chi_{\pi_{\infty}})\pi(f)$ , $\forall\pi\in\Pi(G(A))$

が成り立つ。

さて、 簡便のために (5.1) の被積分函数を

$\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda, f):=\frac{1}{|P(M)|}tr(\Omega_{\pi,X}^{T}(P, \lambda)I_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))$

と書く。 $T\in a_{0}$ に対して、 $d_{P_{0}}(T):= \inf_{\alpha\in\Delta_{\text{。}}}\alpha(T)$ とおく。 $f\in C_{C}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})_{K}$ によら
ない $C_{0}>0$ があって、 $d_{P_{0}}(T)>C_{0}$ なる $T\in a_{0}$ に対しては

P;標準的

$\pi\in\Pi(M(A)^{1})\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}$
$I_{X}^{T}(f_{\gamma})=$ $\sum$ $\sum$ $\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda,$ $f_{\gamma})d\lambda$

$=$

$P$ ;標準的

$\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\wedge\gamma(\chi_{\pi_{\infty}}+\lambda)\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda, f)d\lambda$

$=. \sum_{P,\text{標_{}\backslash }^{\grave{\gamma}ae}}$

的

$\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\int_{i(\alpha_{M}^{G})^{*}}\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda,$
$f) \int_{\mathfrak{h}^{G}}\gamma(X)e^{(\chi_{\pi}+\lambda)(X)}\infty dXd\lambda$

$= \int_{\mathfrak{h}^{G}}\sum_{P;\text{標_{}\backslash }\grave{l}*}$

的

$\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\psi_{X,\pi}^{T}(X_{)}f)\gamma(X)e^{\chi_{\pi}(X)}\infty dX$

が成り立つ。ここで $\chi_{\pi_{\infty}}\in \mathfrak{h}_{\mathbb{C}}^{*}/W(\mathfrak{h}\text{。})$ はその礎での代表元と同=視されており、$\psi_{X,\pi}^{T}(X, f)$

は $\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda, f)$ の Fourier 変換

$\psi_{X,\pi}^{T}(X, f):=\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda, f)e^{\lambda(X)}d\lambda$

である。特に $H\in \mathfrak{h}^{G}$ に対して $\gamma_{H}:=|W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})|^{-1}\sum_{w\in W(\mathfrak{h}_{C})}\delta_{w^{-1}(H)}(\delta x$ は $X$ での Dirac
超函数) とおけば、 $d_{P_{0}}(T)$ が十分大きいときには

$J_{X}^{T}(f_{\gamma_{H}})= \frac{1}{|W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})|}$ $\sum$ $\sum$ $\sum$ $\psi_{X,\pi}^{T}(w^{-1}(H), f)e^{\chi_{\pi}(w^{-1}(H))}\infty$

$w\in W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})P;\Leftrightarrow\dot{i}g\mathfrak{g}_{\backslash }j\pi\in\Pi(M(A)^{1})$

となっている。そこで $T$ については多項式、 $H\in \mathfrak{h}^{G}$ については滑らかな函数である
$J_{X}^{T}(f_{\gamma_{H}})$ を $p^{T}(H)$ と書く。明らかに、

$J_{X}^{T}(f)=p^{T}(0)$

である。
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$d_{P_{0}}(T)$ が十分大きいとき、

$p^{T}(H)= \frac{1}{|W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})|}$ $\sum$ $\sum$ $\sum$ $\psi_{X,\pi}^{T}(w^{-1}(H), f)e^{{\rm Im}\chi_{\pi}(w^{-1}(H))w(R\epsilon\chi_{\pi})(H)}\infty e\infty$

$w\in W(\mathfrak{h}c)P;k\text{準}69\pi\in\Pi(M(A)^{1})$

であるから、一般に $p^{T}(H)$ は $H\in \mathfrak{h}^{G}$ について緩増加ではない。そこで、

$\psi_{\lambda}^{T}(H):=\frac{1}{|W(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}})|}\sum_{P;\text{標^{}\backslash }\mathfrak{X}6\S}\sum_{(w,\pi)\in W(\mathfrak{h}c)\cross\Pi(M(A)^{1})}\psi_{X,\pi}^{T}(w^{-1}(H), f)e^{{\rm Im}\chi_{\pi}(w^{-1}(H))}\infty$

$w({\rm Re}\chi_{\pi}\infty)=\lambda$

とおく。 $f$ は $K$ だったから、 $\psi_{\lambda}^{T}(H)\neq 0$ となる $\lambda\in \mathfrak{h}^{*}$ の集合り*(f) は有限である。明
らかに

$p^{T}(H)= \sum_{\lambda\in \mathfrak{h}^{*}(f)}\psi_{\lambda}^{T}(H)e^{\lambda(H)}$

だからこれらの函数は $p^{T}(H)$ の “緩増加パート” になっている。

補題 5.4 ([A5] $I$ , Prop 5.1).

$p^{T}(H)= \sum_{\lambda\in \mathfrak{h}^{*}(f)}p_{\lambda}^{T}(H)e^{\lambda(H)}$

となる $T$ の多項式の族 $\{p_{\lambda}^{T}(H)\}_{\lambda\in \mathfrak{h}^{*}(f)}$ で次を満たすものが唯一つある。すなわち、 $C_{f}$

$\epsilon>0$ があって、任意の $\mathfrak{h}^{G}$ 上の微分作用素 $D$ に対して定数 $c_{D}>0$ が取れ、

(1) $\lambda\in \mathfrak{h}^{*}(f)_{f}H\in \mathfrak{h}^{G}$, 及び $d_{P_{0}}(T)$ が十分大きい $T\in\alpha_{0}$ に対して

$|D(\psi_{\lambda}^{T}(H)-p_{\lambda}^{T}(H))|\leq c_{D}e^{-\epsilon d_{P_{0}}(T)}(1+||T||)^{d_{0}}$ ,

(2) $H\in \mathfrak{h},$ $T\in a_{0}$ に対して

$|Dp_{\lambda}^{T}(H)|\leq c_{D}(1+||H||)^{d_{O}}(1+||T||)^{d_{0}}$

が成り立つ。

こうして得られた $p_{\lambda}^{T}(H)$ たちは緩増加なので、勝手な Schwartz 函数 $\beta\in S(\mathfrak{h}^{G})$ に対
して

$p_{\lambda}^{T}( \beta):=\int_{\mathfrak{h}^{G}}p_{\lambda}^{T}(H)\beta(H)dH$

が考えられる。 さらに補題から

(1) $\beta\in S(\mathfrak{h}^{G})$ が

$\int_{\mathfrak{h}^{G}}\beta(H)dH=1$

を満たすとき、 $\beta_{\epsilon}(H):=\epsilon^{-\dim \mathfrak{h}^{G}}\beta(\epsilon^{-1}H)$ とおけば、 $\lim_{\epsilonarrow 0}p_{\lambda}^{T}(\beta_{\epsilon})=p_{\lambda}^{T}(0)$ .
(2) $\beta\in S(\mathfrak{h}^{G})$ とする。 $d_{P_{O}}(T)arrow\infty$ のとき

$\int_{\mathfrak{h}^{G}}\psi_{\lambda}^{T}(H)\beta(H)dH-p_{\lambda}^{T}(\beta)arrow 0$.

である。
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53. 定理 5.1の適用. さて、定理 5.1を適用するには $i(a_{M}^{G})^{*}$ についての積分をコンパク
ト部分集合上に制限する必要があった。そこで $B\in C_{c}^{\infty}(i(\mathfrak{h}^{G})^{*})$ を取る。標準放物型部分

群 $P=MU$ に対して、 $\mathfrak{h}^{G^{\exp}}arrow M(A)H_{M,arrow}a_{M}^{G}$ の双対として、 $i(a_{M}^{G})^{*}arrow i(\mathfrak{h}^{G})^{*}$ が得られ
る。 これにより $B$ を $i(a_{M}^{G})^{*}$ 上の函数と見たものを $B_{M}$ と書く。 (5.1) の代わりに

P;標準的

$\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda, f)B_{M}(\lambda)d\lambda$

に定理 5.1を適用しよう。
$\beta\in S(\mathfrak{h}^{G})$ を

$B( \lambda)=\int_{\mathfrak{h}^{G}}\beta(H)e^{\lambda(H)}d\lambda$

となるものとして、

$P^{T}(B):= \sum_{\lambda\in \mathfrak{h}^{*}(f)}p_{\lambda}^{T}(\beta)$

とおく。 このとき上の (1), (2) からそれぞれ
(1) $B(O)=1$ なら $B_{\epsilon}(\lambda):=B(\epsilon\lambda)$ として、 $\lim_{\epsilonarrow 0}P^{T}(B_{\epsilon})=J_{X}^{T}(f)$ .
(2) $P^{T}(B)$ は $d_{P_{0}}(T)arrow\infty$ のときに

P;標準的

$\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}\Psi_{X,\pi}^{T}(\lambda, f)B_{M}(\lambda)d\lambda-P^{T}(B)$

が $0$ に行くような唯一つの $T$ の多項式函数である。

がわかる。

さて、標準放物型部分群 $P=MU$ を固定し、 $\mathfrak{X}\in \mathfrak{X}(G),$ $\pi\in\Pi(M(A)^{1})$ に対して
$A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}$ からそれ自身への作用素

$A_{P,\pi,X}( \lambda, \lambda’):=\sum_{\backslash Q;\hslash_{\Gamma\backslash }^{\Phi\grave{\gamma}}\#B7},\sum_{w,w\in W_{M,L}}\frac{e^{(w’(\lambda’)-w(\lambda))(T)}}{\theta_{Q}^{G}(w’(\lambda’)-w(\lambda))}M(w, \lambda)^{-1}M(w’, \lambda’)$

を考える。 $\phi,$ $\phi’\in A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi},x$ のとき、虚軸上では intertwining 作用素
はユニタリなので

$\langle A_{P,\pi,x(\lambda,\lambda’)\phi’,\phi\rangle=\sum_{;P\tau EB9}\sum_{w,w\in W_{M,L}}}Q\grave{i},\frac{\langle M(w’,\lambda’)\phi’,M(w,\lambda)\phi\rangle e^{(w’(\lambda’)-w(\lambda))(T)}}{\theta_{Q}^{G}(w’(\lambda’)-w(\lambda))}$

$=\omega^{T}(\lambda’, \lambda, \phi’, \phi)$

である。 この最後の函数は $\lambda,$ $\lambda’\in i(a_{M}^{G})^{*}$ で正則であった [$A4$ , Cor 9.2] から、

$\omega_{X,\pi}^{T}(P, \lambda):=A_{P,\pi,X}(\lambda, \lambda)$

は定義可能である。 このとき、上の (2) と定理 5.1から、 $P^{T}(B)$ は $d_{P_{0}}(T)arrow\infty$ のとき

$. \sum_{P,\text{標}\grave{i}\not\in ff\backslash J}\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\frac{1}{|P(M)|}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}tr[\omega_{X,\pi}^{T}(P, \lambda)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)]B_{M}(\lambda)d\lambda-P^{T}(B)$

が $0$ に行くような唯一の多項式である。あとはこれを使って $P^{T}(B)$ を計算し、それに上
の (1) を使って $Jx(f)$ の明示公式を引き出すわけである。
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54. $(G, M)$ 族の応用. $A_{P,\pi,x}(\lambda, \lambda’)$ を $\lambda=\lambda’$ に制限したものを具体的に記述するには

$(G, M)$ 族 (4.4を参照) を使う。そのために intertwining作用素の定義を少し拡張しておく。
以下では極小 Levi 部分群 $M_{0}$ のみを固定し、瑞は特定しない。 $\mathcal{L}=\mathcal{L}(M_{0}),$ $\mathcal{F}=$

.
$\mathcal{F}(M_{0})$

が定まる。
$M,$ $M’\in \mathcal{L}$ を固定する。 $P\in P(M),$ $P’\in P(M’)$ 及び $w\in W_{M,M’}$ に対して

$M_{P’|P}(w, \lambda)$ : $A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}arrow A(U’(A)M’(F)\mathfrak{U}_{M’\backslash G(A))_{w(\pi),X}}$ を

.
$[M_{P’|P}(w, \lambda)\phi](x)=\int_{(U’\cap w(U))(A)\backslash U’(A)}\phi(w^{-1}ux)e^{(\lambda+\rho_{P)}H_{P}(w^{-1}ux)\rangle}du\cdot e^{\langle-(w(\lambda)+\rho_{P’}),H_{P’}(x)\rangle}$

で定める。 $T_{1}\in\alpha_{0}$ の定義 4.1から

$H_{P}(w^{-1}x)=w^{-1}H_{w(P)}(x)+(T_{1}-w^{-1}(T_{1}))_{M}$

が成り立つことに注意すれば、積分変数の変換により

$[v \circ M_{P’|P}(w, \lambda)\phi](x)=\int_{(v(U’)\cap vw(U))(A)\backslash v(U’)(A)}\phi(w^{-1}v^{-1}ux)e^{\langle\lambda+\rho_{P},H_{P}(w^{-1}v^{-1}ux)\rangle}du$

(5.2) $\cross e^{\langle-(w(\lambda)+\rho_{P};),v^{-1}H_{v(P’)}(x)+T_{1}-v^{-1}(T_{1})\rangle}$

$=e^{-((w(\lambda)+\rho_{P’}),T_{1}-v^{-1}(T_{1})\rangle}[M_{v(P’)|P}(vw, \lambda)\phi](x)$

が得られる。

(5.3) $M_{P’|P}(w, \lambda)\circ v^{-1}=e^{\langle\lambda+\rho_{P},T_{1}-v^{-1}(T_{1})\rangle}M_{P’|v(P)}(wv^{-1}, v(\lambda))$

も同様である。 $P,$ $P’\in F$ であったから、標準放物型部分警 $P_{1},$ $P_{1}’$ と $v_{1},$ $v_{1}’\in W$ が取れ

て $P=v_{1}(P_{1}),$ $P’=v_{1}’(P_{1}’)$ と書ける。 $v_{1},$
$v_{1}’$ を各々剰余類 $v_{1}W^{M_{1}},$ $v_{1}’W^{M_{1}’}$ の中で長さ最

小に取っておけばこれらのデータは一意に定まる。 このとき $W_{M,M^{\prime=}}v_{1}’W_{M_{1},M_{1}’}v_{1}^{-1}$ ゆえ

$w=v_{1}’w_{1}v_{1}^{-1},$ $\exists w_{1}\in W_{M_{1},M_{1}’}$ であり、 これと (5.2), (5.3) を組み合わせれば

$M_{P’|P}(w, \lambda)=M_{v_{1}’(P_{1}’)|v_{1}(P_{1})}(v_{1}’w_{1}v_{1}^{-1}, \lambda)$

(5.4)
$=e^{(w_{1}v_{1}^{-1}(\lambda)+\rho_{P_{1}’},T_{1}-v_{1}^{J-1}(T_{1})\rangle}e^{-\langle v_{1}^{-1}(\lambda)+\rho_{P_{1}},T_{1}-v_{1}^{-1}(T_{1})\rangle}v_{1}’\circ M_{P_{1}’|P_{1}}(w_{1}, v_{1}^{-1}(\lambda))\circ v_{1}^{-1}$

がわかる。これにより 2.3.3で定義した $M(w, \pi_{\lambda})=M_{P_{w}|P}(w, \lambda)$ の性質がこの intertwin-
$ing$ 作用素に対しても成り立つ。ここで $P_{w}$ は $M_{w}:=w(M)$ を Levi 成分に持つ標準放物
型部分群を表す。特に $M_{P’|P}(w, \lambda)$ は $\lambda$ の実部がある錐体に入っているとき絶対収束し、
$\lambda$ の函数として $a_{M,\mathbb{C}}^{*}$ 上の有理型函数に解析接続される。それが整型であるような $\lambda$ では

intertwining 作用素 $\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda})arrow \mathcal{I}_{P’,X}(w(\pi)_{w(\lambda)})$ を定めており、函数等式

(5.5) $E_{P’}(x, M_{P’|P}(w, \lambda)\phi_{\lambda})=E_{P}(x, \phi_{\lambda})$ ,

(5.6) $M_{P’’|P’}(w’, w(\lambda))M_{P’|P}(w, \lambda)=M_{P’’|P}(w’w, \lambda)$ , $P’’\in P(M’’),$ $w’\in W_{M’,M’’}$ ,

を満たす。
これらを使って $A_{P,\pi,x}(\lambda, \lambda’)$ を

$A_{P,\pi,X(\lambda,\lambda’)=\sum_{P_{1}\supset P_{0}}\sum_{w,w’\in W_{M,M_{1}}}} \frac{e^{(w’(\lambda’)-w(\lambda))(T)}}{\theta_{P_{1}}^{G}(w’(\lambda)-w(\lambda))},M_{P_{1}|P}(w, \lambda)^{-1}M_{P_{1}|P}(w’, \lambda’)$

$= \sum_{P_{1}\supset P_{0}v\in W_{M,M_{1}}}\sum_{w\in W_{MM}},\frac{e^{v(w(\lambda’)-\lambda)(T)}}{\theta_{P_{1}}^{G}(v(w(\lambda’)-\lambda))}M_{P_{1}|P}(v, \lambda)^{-1}M_{P_{1}|P}(vw, \lambda)$
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函数等式 (5.6), (5.2), (5.3) を使って

$= \sum_{P_{1}\supset P_{0}v\in W_{M,M_{1}}}\sum_{w\in W_{MM}},\frac{e^{v(w(\lambda’)-\lambda)(T)}e^{(w(\lambda’)-\lambda)(T_{1}-v^{-1}(T_{1}))}}{\theta_{v^{-1}(P_{1})}^{G}(w(\lambda’)-\lambda)}M_{v^{-1}(P_{1})|P}(1, \lambda)^{-1}M_{v^{-1}(P_{1})|P}(w, \lambda’)$

$P_{1}$ と $v$ についての和をまとめて

$= \sum_{P_{v};v\in W_{M}(G)}\sum_{w\in W_{MM}},\frac{e^{\langle w(\lambda’)-\lambda,T_{1}+v^{-1}(T-T_{1})\rangle}}{\theta_{v^{-1}(P_{v})}^{G}(w(\lambda’)-\lambda)}M_{v^{-1}(P_{v})|P}(1, \lambda)^{-1}M_{v^{-1}(P_{v})|P}(w, \lambda’)$

$Q:=v^{-\rceil}\perp(P_{v})\in P(M)$ として

$= \sum_{Q\in P(M)}\sum_{w\in W_{MM}},\frac{e^{\langle w(\lambda’)-\lambda,Y_{Q}(T)\rangle}}{\theta_{Q}^{G}(w(\lambda’)-\lambda)}M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(w, \lambda’)$

と書き変える。ただし $Q=v^{-1}(P_{v})$ に対して $Y_{Q}(T):=T_{1}+v^{-1}(T-T_{1})$ とした。
$tr[\omega_{X,\pi}^{T}(P, \lambda)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)]$ は

(5.7) $\sum_{w\in W_{MM}},\sum_{Q\in P(M)}\frac{e^{(w(\lambda’)-\lambda)(Y_{Q}(T))}}{\theta_{Q}^{G}(w(\lambda’)-\lambda)}tr(M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(w, \lambda’)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))$

の $\lambda=\lambda’$ での値である。 ここで $w(\lambda’)-\lambda=\Lambda$ とおけば

$c_{Q}(T, \Lambda):=e^{\Lambda(Y_{Q}(T))}$ , $d_{Q}(\Lambda):=tr[M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(w, \lambda’)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)]$

$\iotah\text{共_{}\backslash }\iota_{c}^{\sim}(G, M)$ 族になることがわかるので補題 4.1から、 (5.7) は全ての $\lambda,$ $\lambda’\in ia_{M}^{*}$ で

$\backslash \grave{(}Bn\text{ら}p_{a}t_{X}$函 $\ovalbox{\ttREJECT}\lambda$になっており

$tr[\omega_{X,\pi}^{T}(P, \lambda)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)]=\sum_{w\in W_{MM}},\sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(M)}c_{M}^{P_{1}}(T, w(\lambda)-\lambda)d_{P_{1}}’(\lambda_{L_{w}}, w(\lambda)-\lambda)$

である。 ここで $L_{w}\in \mathcal{L}$ は $a_{L_{w}}:=\{H\in a_{M}|w(H)=H\}$ なるものであり、

$d_{Q}(\lambda_{L_{w}}, \Lambda)=tr(M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(w, \lambda+\zeta)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))$ , $\Lambda=w(\lambda)-\lambda+\zeta,$ $\zeta\in ia_{L_{w}}^{*}$

と書いた。

55. $P^{T}(B),$ $J_{x}(f)$ の計算. さて、 いよいよ $P^{T}(B)$ そして $Jx(f)$ の明示公式を求める。
上から $P^{T}(B)$ は $d_{P_{0}}(T)arrow\infty$ のとき

$, \sum_{P\cdot\dagger^{g}\pi\grave{!}\not\in \text{的}}\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\frac{1}{|P(M)|}\sum_{w\in W_{MM}},\int_{i(a_{M}^{G})^{x}}\sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(M)}c_{M}^{P_{1}}(T, w(\lambda)-\lambda)d_{P_{1}}’(\lambda_{L_{w}}, w(\lambda)-\lambda)B_{M}(\lambda)d\lambda$

に漸近的であった。 この中の積分は

$\int_{i(a_{M}^{L_{w}})^{*}}\int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}\sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(M)}c_{M}^{P_{1}}(T, (w-1)\lambda^{L_{w}})d_{P_{1}}’(\lambda_{L_{w}}, (w-1)\lambda^{L_{w}})B_{M}(\lambda^{L_{w}}+\lambda_{L_{w}})d\lambda_{L_{w}}d\lambda^{L_{w}}$

$= \frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L_{w}})|}\sum_{P_{1\in}\mathcal{F}(M)}\int_{i(a_{M}^{L_{w}})^{*}}\int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}.c_{M}^{P_{1}}(T, \mu)d_{P_{1}}’(\lambda, \mu)B_{M}((w-1)^{-1}(\mu)+\lambda)d\lambda d\mu$

ここで $\{Y_{Q}(T)|Q\in P^{P_{1}}(M)\}$ の凸包の特性函数を $\chi_{M}^{P_{1}}(T)$ と書けば、実は [A5, II, (3.1)]

$c_{M}^{P_{1}}(T, \mu)=\int_{(Y_{Q}(T))_{M_{1}}+a_{M}^{M_{1}}}\chi_{M}^{P_{1}}(T, X)e^{\mu(X)}dX$
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であるから、 これは

$\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L_{w}})|}\sum_{P_{1\in}\mathcal{F}(M)}\int_{(Y_{Q}(T))_{M_{1}}+a_{M}^{M_{1}}}\chi_{M}^{P_{1}}(T, H)$

(58)
$\int_{i(a_{M}^{L_{w}})^{*}}\int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}e^{\mu(H)}d_{P_{1}}’(\lambda, \mu)B_{M}((w-1)^{-1}(\mu)+\lambda)d\lambda d\mu dH$

となる。 これの $d_{P_{0}}(T)arrow\infty$ の時の漸近挙動を調べる。そのために $d_{P_{0}}(T)\geq\delta||T||$ が成
り立つとして、 $||T||arrow\infty$ とする。 $P_{1}\in \mathcal{F}(M)$ を止めて 3重積分を考察する。

$P_{1}\not\supset L_{w}$ とすると、各 $Q\in \mathcal{P}^{P_{1}}(M)$ に対して $\alpha\in\Sigma_{Q}$ で $\alpha|_{a_{L_{w}}}=0$ となるものがある。
すると $\chi_{M}^{P_{1}}(H)\neq 0$ となる $H\in a_{M}$ に対しては

$\alpha(H)\geq\alpha(Y_{Q}(T))\geq d_{P_{0}}(T)-C_{0}\geq\delta||T||-C_{0}$

が成り立つ。 ところが $\alpha$ の取り方により $\alpha(H)\leq C||H^{L_{w}}||$ であるから、 $||T||\leq C(1+$

$||H^{L_{w}}||)$ が得られる。すなわち任意の $n\in N$ に対して 3重積分は

$\sup\{(C(1+||H^{L_{w}}||))^{n}|\int_{i(a_{M}^{L_{w}})^{\wedge}}I_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}e^{\mu(H)}d_{P_{1}}’(\lambda, \mu)B_{M}((w-1)^{-1}(\mu)+\lambda)d\lambda d\mu|\}$

$\cross||T||^{-n}\int_{(Y_{Q}(T))_{M_{1}}+a_{M}^{M_{1}}}\chi_{M}^{P_{1}}(T, H)dH$

で抑えられる。ここで 1行目の積分は $H$ の急減少函数ゆえ 1行目は有界。 2行目の積分
は明らかに $T$ の多項式函数ゆえこの項は $Tarrow\infty$ で $0$ に行く。
次に $P_{1}\supset L_{w}$ とする。 3重積分の部分は

$\int_{(Y_{Q}(T))_{M_{1}}+a_{L_{w}}^{M_{1}}}\int_{a_{M}^{L_{w}}}\chi_{M}^{P_{1}}(T, H+U)$

$\cross(\int_{i(a_{M}^{L_{w}})^{*}}\int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}e^{\mu(U)}d_{P_{1}}’(\lambda, \mu)B_{M}((w-1)^{-1}(\mu)+\lambda)d\lambda d\mu)dUdH$

となる。先ほどと類似の議論により、これは

(5.9) $\int_{(Y_{Q}(T))_{M_{1}}+a_{L_{w}}^{M_{1}}}\chi_{L_{w}}^{P_{1}}(T, H)dH$

$\cross\int_{a_{M}^{L_{w}}}\int_{i(a_{M}^{L_{w}})^{*}}\int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}e^{\mu(U)}d_{P_{1}}’(\lambda, \mu)B_{M}((w-1)^{-1}(\mu)+\lambda)d\lambda d\mu dU$

に漸近的であることがわかる。 $c_{L_{w}}^{P_{1}}(T)$ が $\chi_{L_{w}}^{P_{1}}(T)$ の Fourier 変換であったことから、 1
丁目は $c_{L_{w}}^{P_{1}}(T, 0)$ になる。 2行目の外側の二つの積分についても Fourier 逆公式を適用す
れば (5.9) は

$c_{L_{w}}^{P_{1}}(T, 0) \int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}d_{P_{1}}’(\lambda, 0)B_{M}(\lambda)d\lambda$

となる。

結局我々は $d_{P_{0}}(T)arrow\infty$ のとき $P^{T}(B)$ は

標準的

$\sum$
$\frac{1}{|P(M)|}\sum_{w\in W_{MM}},\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L_{w}})|}\int_{i(a_{L_{w}}^{G})^{*}}P_{1\in}F(L_{w})$

$\sum$ $c_{L_{w}}^{P_{1}}(T, 0)d_{P_{1}}’(\lambda, 0)B_{M}(\lambda)d\lambda$

P;標準的 $\pi\in\Pi(M(A)^{1})$
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に漸近的であることを知った。次に

(5.10) $\sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(L_{w})}c_{L_{w}}^{P_{1}}(T, 0)d_{P_{1}}’(\lambda, 0)=\sum_{Q\in P(L_{w})}\frac{c_{Q}(T,\Lambda)d_{Q}(\lambda,\Lambda)}{\theta_{Q}^{G}(\Lambda)}|_{\Lambda=0}$

を計算する。今 $\lambda,$ $\Lambda\in i\alpha_{L_{w}}^{*},$ $w\in W_{M,M}$ であることと、定義から

$d_{Q}(\lambda, \Lambda)=tr(M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(w, \lambda+\Lambda)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))$

$=tr[(M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(1, \lambda+\Lambda))\circ(M_{P|P}(w, \lambda+\Lambda)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))]$

である。 2行目の最初の括弧内

$\mathcal{M}_{Q}(P, \lambda, \Lambda):=M_{Q|P}(1, \lambda)^{-1}M_{Q|P}(1, \lambda+\Lambda)$ , $Q\in P(M)$

は $A\in ia_{M}^{*}$ の函数として $(G, M)$ 族になっており、従って

$\mathcal{M}_{Q}^{T}(P, \lambda, \Lambda):=c_{Q}(T, \Lambda)\mathcal{M}_{Q}(P, \lambda, \Lambda)$ , $Q\in P(M)$

も同様である。 よって (5.10) の $0$ への特殊化を

$tr[(\sum_{Q\in P(L)}\frac{1}{\theta_{Q}^{G}(\Lambda)}\mathcal{M}_{Q}^{T}(P, \lambda, \Lambda)|_{\Lambda=0})M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)]$

と内側に入れられる。但し $A+\lambda\in ia_{L}^{*}$ により $M_{P|P}(w, \Lambda+\lambda)=M_{P|P}(w, 0)$ であること

を使った。補題 4.1により括弧内を $\mathcal{M}_{L}^{T}(P, \lambda, 0)$ と書くのであったから、次が得られた。

$P^{T}(B)= \sum_{P\in F\cdot P\supset P_{0}},\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\sum_{L\in \mathcal{L}(M)}\sum_{w\in W_{MM}^{Lreg}},,\frac{1}{|P(M)|}\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L})|}$

(5.11)

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}tr(\mathcal{M}_{L}^{T}(P, \lambda, 0)M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))B_{M}(\lambda)d\lambda$.

$arrow$ こで $W_{M,M}^{L,reg}=\{w\in W_{M,M}^{L}|\det(w-1|\alpha_{M}^{L})\neq 0\}$ である $\circ$

$\mathcal{M}_{L}^{T}(P, \lambda, 0)$ の定義に $T=T_{1}$ を代入すれば、 $Y_{Q}(T_{1})=T_{1}(\forall Q\in P(L))$ より

$\mathcal{M}_{L}^{T_{1}}(P, \lambda, 0)=\sum_{Q\in P(L)}e^{\Lambda(T_{1})}\frac{\mathcal{M}_{Q}(P,\lambda,\Lambda)}{\theta_{Q}^{G}(\Lambda)}|_{\Lambda=0}=e^{\Lambda(T_{1})}\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, \Lambda)|_{\Lambda=0}$

$=\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)$

である。 よって (5.11) と 53(1) から $J_{x}(f)$ は

$\sum_{P\in \mathcal{F}\cdot P\supset P_{0}},\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\sum_{L\in \mathcal{L}(M)}\sum_{w\in W_{M,M}^{Lreg}},\frac{1}{|P(M)|}\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L})|}$

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}tr(\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))(B_{\epsilon})_{M}(\lambda)d\lambda$

$= \frac{1}{|W|}\sum_{P_{0}\in P(M_{0})}\sum_{P\in F\cdot P\supset P_{0}},\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\sum_{L\in \mathcal{L}(M)}\sum_{w\in W_{MM}^{Lreg}},,\frac{1}{|P(M)|}\frac{1}{|\det(w-1|\alpha_{M}^{L})|}$

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}tr(\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))(B_{\epsilon})_{M}(\lambda)d\lambda$

57



ARTHUR-SELBERG 跡公式– 構成と応用 – 33

和の中は $P_{0}$ によらないので

$= \sum_{P\in F}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\sum_{L\in \mathcal{L}(M)}\sum_{w\in W_{M,M}^{Lreg}},\frac{1}{|P(M)|}\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L})|}$

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}tr(\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))(B_{\epsilon})_{M}(\lambda)d\lambda$

.の $\epsilonarrow 0$ での極限である。結局 $B\in C_{c}^{\infty}(i(\mathfrak{h}^{G})^{*})$ を $B(O)=1$ なるものとして

(5.12)

$J_{X}(f)= \lim_{\epsilonarrow 0}\sum_{M\in \mathcal{L}(M_{0})}\sum_{L\in \mathcal{L}(M)}\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\sum_{w\in W_{M,M}^{Lreg}},\frac{|W^{M}|}{|W|}\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L})|}$

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}\frac{1}{|P(M)|}\sum_{P\in P(M)}tr(\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))(B_{\epsilon})_{M}(\lambda)d\lambda$
.

が得られた。

5.6. Intertwining 作用素の正規化. (5.12) から $B_{\epsilon}$ を取り除いて完全な記述を得るには、

よい性質を持つ intertwining 作用素の正規化が必要である。 これは各素点での局所的な
正規化から構成される。

$M\in \mathcal{L}(M_{0})$ とし、 $\pi\in\Pi(M(A)^{1})$ をとる。 これは各素点 $v$ での $G(F_{v})$ の既約許容表

現 ( $v$ が無限素点なら既約 $(g_{v,\mathbb{C}},$ $K_{v})$-山群) の制限テンソル積 $\otimes_{v}$
‘

$\pi_{v}$ であった。適当な

滑らかさを持ち、

$\phi(umg)=\pi_{v}(m)\phi(g)$ , $u\in U(F_{v}),$ $m\in M(F_{v}),$ $g\in G(F_{v})$

を満たす $G(F_{v})$ 上の函数たちの空間 $\mathcal{V}_{P}(\pi_{v})$ の上に放物型誘導表現

$[\mathcal{I}_{P}(\pi_{v,\lambda},g)\phi](x):=\phi(xg)e^{(\lambda+\rho_{P},H_{P}(xg))}e^{-\langle\lambda+\rho_{P},H_{P}(x)\rangle}$ , $g\in G(F_{v}),$ $\phi\in \mathcal{V}_{P}(\pi_{v})$

が実現される $(\lambda\in a_{M,\mathbb{C}}^{*})_{\text{。}}\text{大域的な場合と}\Pi\overline{\mathfrak{o}}$様にして $\text{、}$

$P,$ $Q\in F$ 及び $w\in W_{M,L}$ に対し

て intertwining 作用素 $M_{Q|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ を

$[M_{Q|P}(w, \pi_{v,\lambda})\phi](x)=\int_{(V\cap w(U))(F_{v})\backslash V(F_{v})}\phi(w^{-1}ux)e^{(\lambda+\rho_{P},H_{P}(w^{-1}ux)\rangle}du\cdot e^{(-(w(\lambda)+\rho_{Q}),H_{Q}(x)\rangle}$

で定義する。これは ${\rm Re}(\lambda)$ がある開錐体に入っているとき絶対収束し、全 $a_{M,\mathbb{C}}^{*}$ に有理

型に解析接続される。更に (5.4) の記号で $w\in W_{M,M’}$ , $w’\in W_{M’,M’’}$ を $w=v_{1}’w_{1}v_{1}$ ,
$w’=v_{1}’’w_{1}’v_{1^{-1}}’$ と書いたとき、 $w_{1}’w_{1}$ の長さが $w_{1}’$ と $w_{1}$ の長さの和であれば函数等式

$M_{P’’|P’}(w’, w(\pi_{v,\lambda}))M_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})=M_{P’’|P}(w’w, \pi_{v,\lambda})$

が成り立つ。これらは (5.4) の局所類似により、無限素点の場合は [KnS]、有限素点の場
合は [Sha] の結果から簡単に引き出せる。

$M_{Q|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ の正規化因子は $\pi_{v,\lambda}$ に付随する四型 $L$ 因子を用いて定義される。その

ために $G$ 及びその放物型部分群の $L$ 群を導入する。各素点 $v$ で $G$ を係数拡大して得ら

れる簡約群 $G_{v}:=G\otimes_{F}F_{v}$ の $L$ 群を $LG_{v}=\hat{G}x_{\rho c_{v}}W_{F_{v}}$ と書く。 ここで $\hat{G}$ は $G$ と双対

な $Ks-$ トデータ (donn\’ee radicielle) を持つ $\mathbb{C}$ 連結簡約群であり、 $W_{F_{v}}$ は $F_{v}$ の Weil 群
である [Ta]。反直積 $LG_{v}$ を決める $W_{F_{v}}$ の作用 $\rho c_{v}$ を定めるには $G$ 及び $\hat{G}$ の splitting
$\backslash |p1_{G}=(B, T, \{X_{\alpha}\}),$ $sp1_{\hat{G}}=(B, T, \{\mathcal{X}_{\alpha^{\vee}}\})$ を固定する。 こにで $B,$ $T$ は $G$ の Borel 部
ナ群とその中の極大トーラスの組 (Borel 対) であり、 $\{X_{\alpha}\}$ は $B$ での $T$ の単純ルートに
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対するルートベクトルの集合である。各ぞ $\in Out(\hat{G})$ に対して $sp1_{\hat{G}}$ を保つ $\epsilon\in Aut(\hat{G})$

でその Out $(\hat{G})$ での像がぞであるものが唯一つある。すなわち $sp1_{\overline{G}}$ は

$1arrow Int(\hat{G})-arrow Aut(\hat{G})arrow Out(\hat{G})arrow 1$

の分裂を与えており、 これによって $\hat{G}$ のルートデータの自己同型群と Out $(\hat{G})$ が同ー視

される。$G$ についても同様である。作用 $\rho_{G_{v}}’$ : $Ga1(\overline{F}_{v}/F_{v})arrow Aut(\hat{G})$ を $G_{v}$ のルートデー

タへの $Ga1(\overline{F}_{v}/F_{v})$ の作用の双対 $Ga1(\overline{F}_{v}/F_{v})arrow Out(\hat{G})$ を上の分裂で持ち上げたものと
する。Weil 群の定義から $W_{F_{v}}arrow Ga1(\overline{F}_{v}/F_{v})$ があるが、 $\rho_{G_{v}}$ をこれと $\rho_{G_{v}}’$ の合成と定

義する。
$B,$ $T$ は各々 $P_{0}$ , $M_{0}$ に含まれるとしてよい。標準放物型部分群 $P=MU$ に対して

$\hat{G}$ の放物型部分群 $\hat{P}=\overline{M}\hat{U}$ で $B=T\mathcal{U}$ を含み、 $T$ の
$\overline{M}$ でのルートの集合 $\Sigma(\overline{M}, \mathcal{T})$

が $\Sigma(M, T)$ に対するコルートの集合になっているものが唯ーつある。構成からこれは
$\rho c_{v}(W_{F_{v}})$ で保たれており、 $LP=\hat{P}\rangle\triangleleft_{\rho_{G_{v}}}W_{F_{v}}$ は $P$ の $L$ 群と同=視される。

56.1. 無限素点の場合. 結果を見やすくするためにまず $v$ が無限素点の時を考える。$W_{\mathbb{C}}^{r}\simeq$

$\mathbb{C}^{x_{\text{、}}}W_{\mathbb{R}}=\mathbb{C}^{\cross}\prod\tau \mathbb{C}^{\cross},$ $\tau^{2}=-1,$ $Int(\tau)(z)=\overline{z},$ $(z\in \mathbb{C}^{\cross})$ である。 $G(F_{v})$ の Langlands
パラメタ とは準同型 $\varphi$ : $W_{F_{v}}arrow LG$ であって、

(1) $\varphi(w)(w\in W_{F_{v}})$ は半単純。
(2) $\varphi|_{\mathbb{C}^{\cross}}$ は解析的。

(3) 合成 $W_{F_{v}}arrow^{L}Garrow W_{F_{v}}\varphi pr_{2}$ は恒等写像。

を満たすものとする。二つのパラメタが同値とはそれらが $\hat{G}$ 共役なこととする。 [L5]
によれば、既約 $(g_{v,\mathbb{C}}, K_{v})$ 加群の同型類の集合 $\Pi\Pi_{adm}(G(F_{v}))$ は $G(F_{v})$ の Langlands パラ
メタの同値類の集合 $\Phi(G_{v})$ を添え字集合とする分解

(5.13) $\Pi_{adm}(G(F_{v}))=$ $\prod$ $\Pi_{\varphi}$

$\varphi\in\Phi(G_{v})$

を持つ (Langlands 分類)。 $L$ パケット と呼ばれるこの $\Pi_{\varphi}$ は有限集合で、例えば同じ無
限小指標を持つ離散系列表現たちは一つの $L$ パケットをなす。
一般に $LGL(n)$ に値を持つ Langlands パラメタのことを $W_{F_{v}}$ の表現という。 $W_{F_{v}}$ の

表現 $\rho$ に対しては次のように $L$ 及び $\mathcal{E}$ 因子が対応する。凡の非自明指標 $\psi_{v}$ を $\psi_{\mathbb{R}}(x):=$

$\exp(2\pi\sqrt{-1}x),$ $\psi_{\mathbb{C}}(z):=\psi_{\mathbb{R}}(Tr_{\mathbb{C}/\mathbb{R}}(z))$ と取る。 $L(s, p),$ $\epsilon(s, \rho, \psi_{v})$ は $\rho$ の各既約成分に対
する $L$ および $\mathcal{E}$ 因子の積として定義されるので\tau $\rho$ が既約な時を考えれば十分である。
$F_{v}=\mathbb{C}$ の時、 $W_{\mathbb{C}}$ の既約表現は $\rho(z)=|z|_{\mathbb{C}}^{t}(z/\overline{z})^{n/2},$ $(t\in \mathbb{C}, n\in \mathbb{Z})$ の形である。この

とき

$L(s,\rho):=2(2\pi)^{-(s+t+|n|/2)}\Gamma(s+t+|n|/2)$ , $\epsilon(s, \rho,\psi_{\mathbb{C}}):=\sqrt{-1}^{|n|}$

と定義する。 $F_{v}=\mathbb{R}$ の時には $W_{\mathbb{R}}$ の既約表現は次のどちらかの形である。

(1) $\dim V=1$ のとき。

$\rho(z)=|z|_{\mathbb{C}}^{t},$ $z\in \mathbb{C}^{\cross}$ , $\rho(\tau)=(-1)^{\epsilon}$ , $t\in \mathbb{C},$ $\epsilon\in\{0,1\}$

と書ける。 このとき、

$L(s,\rho)=\pi^{-(\epsilon+t+s)/2}\Gamma((\epsilon+t+s)/2)$ , $\epsilon(s,p, \psi_{\mathbb{R}}):=\sqrt{-1}^{\epsilon}$

と定義する。
(2) $\dim V=2$ の時。 $p=Ind_{W_{\mathbb{C}}}^{W_{R}}(\theta),$ $\theta(z)=|z|_{\mathbb{C}}^{t}(z/\overline{z})^{n/2}$ と書ける。 このとき、

$L(s,\rho):=L_{\mathbb{C}}(s, \theta)$ , $\epsilon(s,\rho, \psi_{\mathbb{R}}):=\sqrt{-1}\epsilon_{\mathbb{C}}(s, \theta,\psi_{\mathbb{C}})$

と定める。
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さて $P=v_{l}(P_{1})$ , $P’=v\text{\’{i}}(P_{1}’)$ , $w=v_{1}’w_{1}v_{1}^{-1}$ を (5.4) の通りとする。 $\wedge u_{w}:=\wedge u_{1}/\wedge u_{1}\cap$

$w_{1}^{-1}(\wedge u_{1}’)$ とおけば、

$\rho_{w}$ : $LM_{1}\ni mnw\mapsto Ad(m)\circ\rho_{G_{v}}(w)|_{u_{w}}\wedge\in GL(\wedge u_{w})$

は定義可能である。 $v_{1}^{-1}(\pi_{v,\lambda})\in\Pi_{\varphi^{M_{1}}}$ となる脅 v,\mbox{\boldmath $\lambda$} $\in\Phi(M_{l,v})$ とこれの合成として得られ
る $W_{F_{v}}$ の表現 $\rho_{w}(\varphi_{\pi_{v,\lambda}})$ の $L$ 及び $\epsilon$ 因子が定まる。このとき $M_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ の正規化因
子 $r_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda}, \psi_{v})$ を

$r_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda}, \psi_{v}):=\frac{L(0,\rho_{w}(\varphi_{\pi_{v,\lambda}}))}{\epsilon(0,\rho_{w}(\varphi_{\pi_{v,\lambda}}),\psi_{v})L(1,\rho_{w}(\varphi_{\pi_{v,\lambda}}))}$

と定めれば、正規化された intertwining作用素 $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda}):=r_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda}, \psi_{v})^{-1}M_{P’|P}(w,$
$\pi_{v,\lambda}$

は次を満たす [A12, I, \S \S 2, 3]。
(N1) $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})\mathcal{I}_{P}(\pi_{v,\lambda}, f)=\mathcal{I}_{P’}(w(\pi_{v,\lambda}), f)N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda}),$ $f\in \mathcal{H}(G(F_{v}))$ .
(N2) $N_{P’’|P’}(w’, w(\pi_{v,\lambda}))N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})=N_{P’’|P}(w’w, \pi_{v,\lambda}),$ $P’’\in P(M’’),$ $w’\in W_{M’,M’’}$

(長さの条件が付かないことに注意)。
(N3) $\lambda\in ia_{M}^{*}$ ならば $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})^{*}=N_{P|P’}(w^{-1}, w(\pi_{v,\lambda}))$ , つまり $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ はユ

ニタリ。

(N4) $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ は $(\alpha^{\vee}(\lambda))_{\alpha\in\Delta_{M}}$ の有理函数。
(N5) $\pi_{v}$ が緩増加の時 $r_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda}, \psi_{v})$ は $\alpha^{\vee}({\rm Re}\lambda)>0,$ $\forall\alpha\in\Delta_{P}$ なる $\lambda$ には極を持た

ない。

562. 有限素点の時. $G(F_{v})$ の既約許容表現の同型類の集合を $\Pi_{\text{\’{e}} m}(G(F_{v}))$ と書く。本

質的に $LG_{v}(\overline{\mathbb{Q}}_{\ell})$ に値を取る $Ga1(\overline{F}_{v}/F_{v})$ の $\ell$ 進表現の $\hat{G}(\overline{\mathbb{Q}}_{\ell})$ 共役類の集合と同値にな
るように Langlands パラメタの同値類の集合 $\Phi(G_{v})$ が定義できる。 しかしこの場合の
Langlands パラメタによる \Pi 1m(G(凡)) の分類 (5.13) は、=般化された局所 Langlands
予想 と呼ばれるもので未だ解決にはほど遠い難問題である ($G=GL(n)$ の場合は昨年
Harris-Taylor によって解決された [HT], [He] $)$。そこで少なくとも $\pi_{v}$ が generic, すなわ
ち Whittaker モデルを持つ場合には、Langlands パラメタを経由せずに $L$ 因子や正規
化因子を引き出せる Langlands-Shahidi 理論 [Sha2] が開発された。それによれば $\pi_{v}$ が

generic ならば、 $L(s, \rho_{w}(\varphi_{\pi_{\text{。},\lambda}})),$ $\epsilon(s, \rho_{w}(\varphi_{\pi_{v,\lambda}}),$ $\psi_{v})$ に当たる $L$ 及び $\epsilon$ 因子 $L(s, \pi_{v,\lambda}, \rho_{w})$ ,
$\epsilon(s, \pi_{v,\lambda}, \rho_{w}, \psi_{v})$ が定義され (本質的に Whittaker ベクトルへの intertwining 作用素の作
用から引き出される)、正規化因子を上と同様に定めたとき、 (N1), (N2), (N3) および

(N4) $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ は $(q_{v}^{-\alpha^{\vee}(\lambda)})_{\alpha\in\Delta_{M}}$ の有理函数。但し ‘ $q_{v}$ は罵の剰余体の位数である。
(N6) $G_{v}$ 及び $\pi_{v}$ が “不分岐” で $\phi_{v}\in \mathcal{V}_{P}(\pi_{v})$ が hyperspecial な極大コンパクト部分群

$K_{v}$ の不変ベクトルの時、 $N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})\phi_{v}=\phi_{v}’$ は $\lambda$ によらない。

が成り立つ。
$\pi_{v}$ が generic でない場合にまでこれらの結果を拡げるプログラムが [Sha2, \S 9] にある

が、 それには $L$ パケットが定義されいくつかの基本的な性質を満たすことを示さねばな
らず、実現にはまだ時間がかかるであろう。跡公式の保型形式論への応用にはこのプログ
ラムを完遂する必要がある。 しかし $L$ 因子で定義される保証はないが (N1), . . . , (N6)
を満たす正規化因子 $r_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ が存在することは [CLL, Chapt.15] で証明されてお
り、跡公式を完成するだけならこれで十分である。

57. 大域的な状況. 大域的な状況に戻って

$r_{P’|P}(w, \pi_{\lambda}):=\prod_{v}r_{P’|P}(w,\pi_{v,\lambda})$ ,
$N_{P’|P}(w, \pi_{\lambda}):=\otimes_{v}N_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$

とおく。 (N6) から $N_{P’|P}(w, \pi_{\lambda})$ のテンソル積は本質的に有限積である。 $M_{P|P’}(w, \pi_{\lambda})$ の

定義積分が絶対収束している範囲では Euler 積展開 $M_{P’|P}(w, \pi_{\lambda})=\otimes_{v}M_{P’|P}(w, \pi_{v,\lambda})$ が
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成り立つことから、その範囲では Euler 積 $r_{P’|P}(w, \pi_{\lambda})$ も絶対収束し全 $a_{M,\text{。}}^{*}\text{に有理型に}$

解析接続される。

58. 細かい $\chi$ 展開. まず $K$ 有限性をはずして $f\in C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$ としても

(5.14) $\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}||\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)||d\lambda$

において $\mathcal{I}_{P,x}(\pi_{\lambda}, f)\neq 0$ となる $\pi$ は有限個しかない $[A5,$ $II$ , Lem $8.3]_{\circ}$ これは $M$ の離
散スペクトルの構成に寄与する Eisenstein 級数の極が局所有限である [MW, $V$] ことから
従う。前節の結果を使って二つの $(G, M)$ 族

$N_{Q}(P, \pi, \lambda, \Lambda):=N_{Q|P}(1, \pi_{\lambda})^{-1}N_{Q|P}(1, \pi_{\lambda+\Lambda})$ , $r_{Q}(P, \pi, \lambda, \Lambda):=\frac{r_{Q|P}(1,\pi_{\lambda+\Lambda})}{r_{Q|P}(1,\pi_{\lambda})}$

$Q\in \mathcal{P}(M),$ $\lambda\in ia_{M}^{*}$ が定まる。 $\mathcal{M}_{Q}(P, \lambda, \Lambda)$ の $A(U(A)M(F)\mathfrak{U}_{M}\backslash G(A))_{\pi,X}$ への制限は
$r_{Q}(P, \pi, \lambda, \Lambda)N_{Q}(P, \pi, \lambda, \Lambda)$ に等しいから、 (5.14) の評価において補題 4.1 (3) により

$\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)=\sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(L)}r_{L}^{P_{1}}(P, \pi, \lambda, 0)N_{P_{1}}’(P, \pi, \lambda,0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f)$

である。 $N_{P_{1}}’(P, \pi, \lambda, 0)\mathcal{I}_{P,x}(\pi_{\lambda}, f)$ は $\lambda\in ia_{L}^{*}$ 上急減少であることが示せるので、

$\int_{i(a_{L}^{G})^{x}}|r_{L}^{P_{1}}(P, \pi, \lambda, 0)|(1+||\lambda||)^{-N}d\lambda$

が十分大きい $N\in N$ に対して収束することを言えばよい。ところが、 $r_{Q|P}(w, \pi_{\lambda})$ は

$w(U)\cap U’\backslash U’$ のルート空間分解に対応して

$r_{Q|P}(w, \pi_{\lambda})=\prod_{\beta\in\Sigma_{Q}^{r}\backslash w(\Sigma_{P}^{r})}r_{\beta}(w, \pi, \beta^{\vee}(\lambda))$

と分解され、従って上の評価も個々の $r_{\beta}(w, \pi, \beta^{\vee}(\lambda))$ に対する同様の評価に帰着される。
これは [A5, I, Lem A.1] の評価から証明される。証明のアイディア自体はランクが 1の時
に Selberg [Se2] によって示されたものだが、一般の場合には $\pi$ がカスプ表現とは限らな
いのでカスプ表現からの Eisenstein 級数の留数として $\pi$ を実現し、その場合に議論を拡
張している [A5, II, \S \S 9]。結局 $f\in C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$ に対して (5.14) が収束することが示さ
れる。 これにより “有界収束定理” が使えて次が得られる。

定理 5.5 (細かい $\chi$ 展開、 [A5] II Th 8.2). $f\in C_{c}^{\infty}(G(A)/\mathfrak{U}_{G})$ に対して

$J_{X}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}(M_{0})}.\sum_{L\in \mathcal{L}(M)}\sum_{\pi\in\Pi(M(A)^{1})}\sum_{w\in W_{MM}^{Lr\infty}},,\frac{|W^{M}|}{|W|}\frac{1}{|\det(w-1|a_{M}^{L})|}$

$\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}\frac{1}{|P(M)|}\sum_{P\in P(M)}tr(\mathcal{M}_{L}(P, \lambda, 0)M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi_{\lambda}, f))d\lambda$ .

が成り立つ。
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6. INVARIANT 跡公式

我々はすでに望みうる限り具体的で、Hecke 環の可換性を内包した跡公式 (3.2), 定理
43, 定理 55を得た。 しかし導入で述べたように異なる群の問で跡公式の比較をするに
は、跡公式を “共役で不変” すなわち invariant な超函数たちの等式とする必要がある。
$(\theta, \omega)$ 共役 $Ad_{\theta\omega}$

$[Ad_{\theta\omega}(y)f](x):=\omega(y)[Ad_{\theta}(y)f](x)=\omega(y)f(y^{-1}x\theta(y))$

.を思い出す。 われわれの考えている $(G, \theta, \omega)$ の twisted 跡公式の invariance とは、 この
$Ad_{\theta\omega}$ 作用に関してのそれ $((\theta, \omega)$-invariance) であることを注意しておく。

6.1. Non-invariance. Invariant 跡公式を得るための第ー歩は跡公式の各項の invariant
でない度合いを測ることである。すぐわかるように

$K_{Q,\text{。}}^{Ad_{\theta\omega}(y^{-1})f}(x,x)=K_{Q,\text{。}}^{f}(xy^{-1},xy^{-1})$

であるから、

$(Ad_{\theta\omega}(y)J_{0}^{T})(f)$

$= \int_{G(F)\backslash G(A)^{1}}Q\supset P_{0}^{--Q}\sum_{Q;\theta(Q)}((-1)^{\dim(a_{L}^{G})^{\theta}}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash G(F)}K_{Q,0}(\delta x, \delta x)_{\theta^{T_{Q}}}^{\wedge}(H_{Q}(\delta xy)-T)dx$

$\delta x$ の $G(A)=Q(A)K$ についての分解を $\delta x=q(\delta x)k_{Q}(\delta x)$ として (4.1) から

$= \int_{G(F)\backslash G(A)^{1}}\theta(P)=P,\theta(Q)=Q\sum_{P\supset Q\supset P_{0}}(-1)^{\dim(a_{L}^{M})^{\theta}}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash G(F)}K_{Q,0}(\delta x, \delta x)_{\theta^{\mathcal{T}_{Q}}}^{\wedge P}(H_{Q}(\delta x)-T)$

$\cross\theta\Gamma_{P}^{G}(H_{Q}(\delta x)-T, -H_{Q}(k_{Q}(\delta x)y))dx$

$=$
$\sum_{P\supset P_{0},\theta(P)=P}\int_{P(F)\backslash G(A)^{1}}\theta(Q)=Q\sum_{Q;P_{0}\subset Q\subset P}(-1)^{\dim(a_{L}^{M})^{\theta}}\sum_{\delta\in Q(F)\backslash P(F)}K_{Q,0}(\delta x, \delta x)_{\theta^{\mathcal{T}_{Q}}}^{\wedge P}(H_{Q}(\delta x)-T)$

$\cross\theta\Gamma_{P}^{G}(H_{p}(\delta x)-T, -H_{p}(k_{Q}(\delta x)y))dx$ .

$x\in P(F)\backslash G(A)^{1}$ 上の積分に $x=umak$ $(u\in U(A), m\in M(A)^{1},$ $a\in \mathfrak{U}_{M}^{G},$ $k\in K)$ と

Langlands 分解を適用すれば、

$K_{Q,\text{。}}^{f}(\delta x, \delta x)=K_{Q^{M},\text{。^{}M}}^{f_{P}^{k}}(\delta ma, \delta ma)$ , $\theta^{\wedge}\tau_{Q}^{P}(H_{Q}(\delta x)-T)=\theta^{\wedge}\tau_{Q}^{P}(H_{Q}(\delta m)-T)$,
$\theta\Gamma_{P}^{G}(H_{p}(\delta x)-T, -H_{P}(k_{Q}(\delta x)y))=\theta\Gamma_{P}^{G}(H_{P}(a)-T, -H_{P}(ky))$

を使って

(6.1)
$( Ad_{\theta\omega}(y)J_{0}^{T})(f)=P;P\supset P_{0}\sum_{\theta(P)=P}J_{\text{。}}^{M,T}(\overline{f}_{P,y})$
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を得る。但し、 (参考 43)

$\overline{f}_{P,y}(m)$ $:= \int_{K}\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}}\omega(a)f_{P}^{k}(a^{-1}m\theta(a))_{\theta}\Gamma_{P}^{G}(H_{P}(a)-T, -H_{P}(ky))dadk$

$= \int_{K}\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}(\theta)}\omega(a)f_{P}^{k}(a^{-1}\theta(a)m)da\int_{(a_{M}^{G})^{\theta}}\omega(\exp H)_{\theta}\Gamma_{P}^{G}(H-T, -H_{P}(ky))dHdk$

$= \int_{K}\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}(\theta)}[Ad_{\theta\omega}(a)f_{P}^{k}](m)_{\theta}u_{P}’(k, y)dadk$

$=m^{\rho_{P}} \int_{K}\int_{\mathfrak{U}_{M}^{G}(\theta)}\omega(a)\int_{U(A)}(Ad_{\theta\omega}(k)f)(a^{-1}\theta(a)mu)duda\cdot\theta u_{P}’(k, y)dk$ ,

$\theta u_{P}’(x, y)$ $;= \int_{(a_{M}^{G})^{\theta}}\omega(\exp H)_{\theta}\Gamma_{P}^{G}(H, -H_{P}(k_{P}(x)y))dH$

である。スペクトル項についても同様にして

(6.2)
$( Ad_{\theta\omega}(y)J_{X}^{T})(f)=.\sum_{P,P\supset P_{0}}J_{X}^{M,T}(\overline{f}_{P,y})$

が得られる。これらに $T=T_{1}$ を代入すれば、鳥に依存しない表記が得られる。すなわち、

命題 6.1 ([A3] Th 32). $M\in \mathcal{L}_{\theta z}y\in M(A),$ $f^{M}\in C_{c}^{\infty}(M(A)/\mathfrak{U}_{M})$ とするとき、次が成
り立つ。

(6.3) $( Ad_{\theta\omega}(y)J_{\text{。^{}M}}^{M})(f^{M})=\sum_{Q^{M}\in \mathcal{F}_{\theta}^{M}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{M,\theta}|}J_{\text{。^{}M}}^{L}(\overline{f}_{Q^{M},y}^{M})$,

(6.4) $( Ad_{\theta\omega}(y)J_{X^{M}}^{M})(f^{M})=\sum_{Q^{M}\in \mathcal{F}_{\theta}^{M}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{M,\theta}|}J_{if^{M}}^{L}(\overline{f}_{Q^{M},y}^{M})$ ,

62. 構成のアイディア. 命題 6.1で示された invariance からのずれを Levi 部分群に付随
した量で書き表したい。その方針は放物型部分群に関する帰納的なものであり、命題 6.1
から容易に引き出せる。
まず、跡公式のテスト函数の空間を両側 $K$ 有限なものからなる部分空間 $\mathcal{H}(G(A))$ に

限る。 $L\subset M\in \mathcal{L}_{\theta}$ に対して、連続線型写像 $\phi_{L}^{M}$ : $\mathcal{H}(M(A))arrow \mathcal{I}(L(A))$ であって

(1) $\phi_{L}^{M}(Ad_{\theta\omega}(y^{-1})f)=\sum_{P_{1\in}\mathcal{F}_{\theta}^{M}(L)}\phi_{L}^{M_{1}}(\overline{f}_{P,y})$ ,
(2) $\phi_{M}^{M}$ : $\mathcal{H}(M(A))arrow \mathcal{I}(M(A))$ は全射。

(3) (1) から $\phi_{M}^{M}$ と $\mathcal{I}(M(A))$ 上の線型形式 $I^{M}\wedge$ の合成は $(\theta, \omega)$-invariant 超函数である
が、 $\mathcal{H}(M(A))$ 上の任意の $(\theta, \omega)$-invariant 超函数 $I^{M}$ は $I^{M}\circ\phi_{M}^{M}\wedge$ の形である。

を満たすようなものを構或する。次に Schwartz 超函数の族 $\{J_{\text{。}}^{M}, J_{X}^{M}\}_{M\in \mathcal{L}_{\theta}}$ から新たな族
$\{I_{0}^{M}, I_{X}^{M}\}_{M\in \mathcal{L}_{\theta}}$ を帰納的に

$I_{\text{。}}^{M}(f^{M}):=J_{\text{。}}^{M}(f^{M})- \sum_{L\neq M,\in \mathcal{L}_{\theta}^{M}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{M,\theta}|}I_{0}^{L}(\phi_{L}^{AI}(f^{M}))\wedge$ ,

(6.5)
$I_{X}^{M}(f^{M}):=J_{X}^{M}(f^{M})- \sum_{L\neq M,\in \mathcal{L}_{\theta}^{M}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{M,\theta}|}I_{X}^{L}(\phi_{L}^{M}(f^{M}))\wedge$
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と定義する。命題 6.1と (1) から

$I_{o}( Ad_{\theta\omega}(y^{-1})f-f)=J_{0}(Ad_{\theta\omega}(y^{-1})f-f)-\sum_{L\neq G,\in \mathcal{L}_{\theta}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{\theta}|}I_{o}^{L}(\phi_{L}^{G}(Ad_{\theta\omega}(y^{-1})f-f))\wedge$

$= \sum_{P\neq G,\in f_{\theta}}\frac{|W^{M,\theta}|}{|W^{\theta}|}J_{\text{。}}^{M}(\overline{f}_{P,y})-\sum_{L\neq G,\in \mathcal{L}_{\theta}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{\theta}|}\sum_{P\in \mathcal{F}_{\theta}(L)}I_{\text{。}}^{L}(\phi_{L}^{M}(\overline{f}_{P,y}))\wedge$

$= \sum_{P\neq G,\in \mathcal{F}_{\theta}}\frac{|W^{M,\theta}|}{|W^{\theta}|}(J_{\text{。}}^{M}(\overline{f}_{P,y})-\sum_{L\in \mathcal{L}_{\theta}^{M}}\frac{|W^{L,\theta}|}{|W^{M,\theta}|}I_{\text{。}}(t\phi_{L}^{M}(\overline{f}_{P,y})))$

$=0$

であるから、 $I_{\text{。}}^{M}$ たちは全て $(\theta,\omega)$-invariant であることが帰納的に示される。一方 $I_{0}^{M}$ ,
$I_{X}^{M}$ の定義と (3.2) から、等式

(66)
$\sum_{0\in D_{\theta}(G)}I_{0}(f)=\sum_{X\in X_{\theta}.(G)}I_{X}(f)$

が得られる。これが invariant 跡公式である。

6.3. bace Paley-Wiener 定理の応用. 残された仕事は上の (1), (2), (3) の条件を満た
すような $\phi_{L}^{M}$ を構或することと、細かい $O$ 展開 (定理 43) 及び $\chi$ 展開 (定理 55) か
ら (6.6) の各項の具体的な記述を得ることである。我々はスペクトルサイドの構成に際し
て $\theta,$ $\omega$ が自明な場合のみを扱ってきた。ところが invariant 跡公式の構成に用いる $\phi_{L}^{M}$

は “ウェイト付き指標” によって定義されるため、やはり $\theta$ と $\omega$ が自明とした方がすっ

きりする。 さらにこの節では trace Paley-Winer 定理 (無限素点に対しては [CD]、有限
素点に対しては [BDK] を参照) から $\phi_{M}^{G}=\phi_{M}$ を構或するが、 $\theta,$ $\omega$ が自明でない時の

Paley-Wiener 定理は $p$ 進群の $\omega=1$ の場合が [Ro] により解決しているものの、無限素
点に対しては $\mathbb{C}/\mathbb{R}$ に対する base change の場合が知られているのみである [D]。こうし
た理由から以下では $\theta$ と $\omega$ が自明な場合のみを扱う。

$F$ の素点の有限集合 $S$ を固定する。 $\mathcal{H}(G(Fs))$ で $G(Fs)$ の Hecke 環、すなわち滑らか
でコンパクト台を持ち両側 $K_{s}$ 有限な函数たちのなす畳み込み代数を表す。$M(Fs)$ の既約

で本質的に tempered な表現の同値類を $\Pi_{temp}(G(F_{S}))$ と書く。 $M\in \mathcal{L}_{\theta},$ $\pi\in\Pi(M(Fs))$ ,
$\lambda\in a_{M,\mathbb{C}}^{*}$ に対して

$J_{M}(\pi_{\lambda}, f):=tr(N_{M}(\pi_{\lambda}, P)\mathcal{I}_{P}(\pi_{\lambda}, f))$ , $f\in \mathcal{H}(G(F_{S}))$ ,
$N_{M}( \pi_{\lambda}, P):=\lim_{\Lambdaarrow 0}N_{M}(P, \pi, \lambda, \Lambda)$

とおく。 これを Fourier 変換と呼ぶのが自然に思えるが、 これは non-tempered ないくつ
かの $\pi$ で特異点を持っている。そこで跡公式の局所項として現れる

$J_{M}( \pi,X, f):=\int_{ia_{M,S}^{*}}J_{M}(\pi_{\lambda}, f)e^{-\lambda(X)}d\lambda$

を考える。すなわち Fourier 変換 $\phi_{M}(f)$ を

$\phi_{M}(f):\Pi_{temp}(M(F_{S}))\cross\alpha_{M,S}\ni(\pi,X)-J_{M}(\pi,X, f)\in \mathbb{C}$

と定義する。一般の $\pi\in\Pi(M(F_{S}))$ に対しても解析接続によって $\phi_{M}(f)(\pi, X)$ の定義を
拡張しておく。 これが 62の条件 (1) を満たすことを見よう。
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$\pi\in\Pi_{temp}(M(Fs)),$ $f\in \mathcal{H}(G(Fs))$ とし、 $N_{P’|P}(1, \pi_{\lambda})$ を $N_{P’|P}(\pi_{\lambda})$ と書く。

$J_{M}( \pi,Ad(y^{-1})f)=\lim_{\nuarrow 0}\sum_{P’\in P(M)}\frac{tr(N_{P’|P}(\pi)^{-1}N_{P’|P}(\pi_{\nu})\mathcal{I}_{P}(\pi,y^{-1})\mathcal{I}_{P}(\pi,f)\mathcal{I}_{P}(\pi,y))}{\theta_{P}^{G},(\nu)}$

$= \lim_{\nuarrow 0}\sum_{P’\in P(M)}\frac{tr(\mathcal{I}_{P}(\pi,y)N_{P’|P}(\pi)^{-1}N_{P’|P}(\pi_{\nu})\mathcal{I}_{P}(\pi,y^{-1})\mathcal{I}_{P}(\pi,f))}{\theta_{P}^{G},(\nu)}$

$= \lim_{\nuarrow 0}\sum_{P’\in P(M)}tr(\frac{N_{P’|P}(\pi)^{-1}\mathcal{I}_{P’}(\pi,y)\mathcal{I}_{P’}(\pi_{\nu},y^{-1})N_{P’|P}(\pi_{\nu})}{\theta_{P}^{G},(\nu)}\mathcal{I}_{P}(\pi, f))$

において $U_{P’}(\nu, \pi, y):=\mathcal{I}_{P^{l}}(\pi, y)\mathcal{I}_{P’}(\pi_{\nu}, y^{-1})(P’\in P(M))$ とおけば、 これは明らかに
$(G, M)$ 族ゆえ $U_{P}’,(\nu, \pi, y)$ が定義できて (4.4 (4.6))

$\frac{U_{P’}(\nu,\pi,y)}{\theta_{P}^{G},(\nu)}=\sum_{P_{1\in}F(M),P_{1}\supset P’}\frac{U_{P_{1}}’(\nu,\pi,y)}{\theta_{P}^{P_{1}},(\nu)}$

が定義から従う。つまり、

$J_{M}( \pi,Ad(y^{-1})f)=\lim_{\nuarrow 0}$ $\sum$
$P_{1} \in p(M)\sum_{P’\in P^{P_{1}}(M)}tr(\frac{N_{P’|P}(\pi)^{-1}U_{P_{1}}’(\nu,\pi,y)N_{P’|P}(\pi_{\nu})}{\theta_{P}^{P_{1}},(\nu)}\mathcal{I}_{P}(\pi, f))$

内側の和が $\nuarrow 0$ で極限を持つことを示して、 $N_{P’|P}(\pi)$ の intertwining property から

$= \sum_{P_{1}\in P(M)}tr(\lim_{\nuarrow 0}\sum_{P’\in P^{P_{1}}(M)}\frac{N_{P’|P}(\pi)^{-1}N_{P’|P}(\pi_{\nu})}{\theta_{P}^{P_{1}},(\nu)}U_{P_{1}}’(\nu, \pi, y)\mathcal{I}_{P}(\pi, f))$

$= \sum_{P_{1}\in P(M)}N_{M}^{P_{1}}(\pi, P)U_{P_{1}}’(0, \pi, y)\mathcal{I}_{P}(\pi, f)$

を得る。 ここで $\mathcal{I}_{P}(\pi_{\nu})$ の定義から

$(U_{P’}(\nu,\pi, y)\phi)(x)=e^{-\nu(H_{P};(xy)-H_{P’}(x))}\phi(x)=u_{P’}(\nu,x, y)\phi(x)$

ゆえ、 $N_{M}^{P_{1}}(\pi, P)U_{P_{1}}’(0, \pi, y)\mathcal{I}_{P}(\pi, f)$ は $(\mathcal{I}_{P}(\pi, f)$ の空間を $K_{s}$ 上の函数に実現して)

$K_{P_{1},f}(k, k’):= \int_{M_{1}(F_{S})}\mathcal{I}_{P^{M_{1}}}^{M_{1}}(\pi, m)m^{\rho_{P_{1}}}\int_{U_{1}(F_{S})}f(k^{-1}muk’)u_{P_{1}}’(k’, y)dudm$

$\cross N_{M}^{M_{1}}(\pi, P^{M_{1}})$

を核函数にもつ $L^{2}(K_{S}^{M_{1}}\backslash K_{S})$ 上の積分作用素である。 よって

$J_{M}( \pi, Ad(y^{-1})f)=\sum_{P_{1\in}P(M)}\int_{K_{S}^{M_{1}}\backslash K_{S}}K_{P_{1},f}(k, k)dk$

(6.7)
$= \sum_{P_{1}\in P(M)}tr(\mathcal{I}_{P^{M_{1}}}^{M_{1}}(\pi,\overline{f}_{P_{1,y}})N_{M}^{M_{1}}(\pi, P^{M_{1}}))$

$= \sum_{P_{1\in}P(M)}J_{M}^{M_{1}}(\pi,\overline{f}_{P_{1,y}})$
.
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さらに Langlands 分類を使ってこの関係を tempered でない $\pi\in\Pi_{adm}(M(Fs))$ に拡げる

ことができる [A12, I. Lem 6.2]。これから、

(6.8)
$J_{M}( \pi, X, Ad(y^{-1})f)=\sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(M)}J_{M}^{M_{1}}(\pi, X, f_{P_{1,y}})$

および、62(1) が従う。実は $Ad(y^{-1})$ は $\mathcal{H}(G(Fs))$ を保たないことがあるからこの議論

は少し不正確だが、代わりに $y$ による右移動と左移動を比較する式を用いれば問題はな
い。簡単のため以下でもこの点を無視して $Ad(y^{-1})$ による記述を続けることにする。

さて、Arthur は trace Paley-Wiener 定理を用いて Paley-Wiener 空間 $\mathcal{I}(G(Fs))$ を定

義している。 しかし、 $\emptyset c$ は $\mathcal{H}(G(Fs))$ を $\mathcal{I}(G(Fs))$ に持っていくものの、 $\phi_{M}(\mathcal{H}(G(F_{S})))$

は $\mathcal{I}(M(F_{S}))$ に入らない。そこで $\phi_{M}$ の像を含む少し大きな空間娠 $(M(Fs))$ を定義し

た。次に Fourier 変換 $\phi_{G}$ が全単射になるように、 $\mathcal{H}(G(Fs))$ を $ac,s$ 方向を除けばコンパ

クト台を持つ (“almost compact” support) ものたちの空間 $\mathcal{H}_{ac}(G(Fs))$ に拡げておく。こ

うして得られた $\phi_{L}^{M}$ : $\mathcal{H}_{ac}(M(F_{S}))arrow \mathcal{I}_{ac}(L(F_{S}))$ は 62の条件 (2) を満たす [A12, I,\S ll]。
最後に 62(3) は任意の invariant 超函数が

$\phi_{G}$ : $\mathcal{H}_{ac}(G(F_{S}))\ni\emptyset\mapsto\phi_{G}(f)(\pi, X)=\int_{ia_{G,S}^{*}}tr(\pi_{\lambda}(f))e^{-\lambda(X)}d\lambda\in \mathcal{I}_{ac}(G(F_{S}))$

を経由するという主張だが、 これはもちろん正しくない。 しかし我々の目的には $I_{o}^{G},$ $I_{X}^{G}$

たちが $\emptyset c$ を経由しているだけで十分である。すなわち、我々の帰納法の設定は次のよう
になる。

問題 6.2. 6.2 (1), (2) を満たす写像 $\phi_{L}^{M}$ : $\mathcal{H}_{ac}(G(Fs))arrow \mathcal{I}_{ac}(G(Fs))$ が与えられ、さらに

$J_{0}^{M}(f^{M})=I_{0}^{M}(f^{M})+ \sum_{L\neq M,\in \mathcal{L}^{M}}\frac{|W^{L}|}{|W^{M}|}It$。

$(\phi_{L}^{M}(f^{M}))$ ,

$J_{X}^{M}(f^{M})=I_{X}^{M}(f^{M})+ \sum_{L\neq M,\in \mathcal{L}^{M}}\frac{|W^{L}|}{|W^{M}|}I_{X}(t\phi_{L}^{M}(f^{M}))$

を満たし、 $\phi_{M}^{M}$ を経由する $I_{0}^{M},$ $I_{X}^{M}$ が全ての $M\neq G,$ $\in \mathcal{L}$ に対して定義されているとす

る。 このとき、

$I_{o}^{G}(f):=J_{0}(f)- \sum_{M\neq G,\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}I_{\text{。}}^{M}(\phi_{M}(f))\wedge$ ,

$I_{X}^{G}.(f):=J_{X}(f)- \sum_{M\neq G,\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\hat{I}_{X}^{M}(\phi_{M}(f))$

たちは $\emptyset c$ を経由するか。

これを証明するためには $I_{O}^{M},$ $I_{X}^{M}$ たちの具体的な表示が必要になる。その結果 invariant
跡公式を証明している論文 [A10], [All] では、 [A10] で跡公式の項の表示に現れる局所的
な超函数たちを用意し、後で必要になるそれらの性質を準備している。その後 [All] で
それらを使って跡公式を具体的に記述し、その記述を用いて上述の帰納法を完結している
[All, Th.5.1, Cor.5.3]。以下では問題 62の仮定を認めて、 $I_{0}^{G},$ $I_{X}^{G}$ の具体的な表示を求
めるにとどめ、 この長大な帰納法については割愛する。
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6.4. Invariant な細かい $O$ 展開. 我々の出発点は

(4.10) $J_{\text{。}}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{\text{。}})_{M,S}}a^{M}(S, \gamma)J_{M}(\gamma, f)$

である。 ここで $F$ の素点の有限集合 $S$ は $0$ と $f$ に関して十分に大きく取るのであった。
まずは $I_{\text{。}}(f)$ の表示に用いられる局所的な超函数を用意しよう。 これは $J_{M}(\gamma)$ に 62と
類似の構或を施して得られる。
局所的な状況に戻って $\gamma\in M(F_{S})$ とし、 ウェイト付き軌道積分 $J_{M}(\gamma, f)$ を考える。

$G_{\gamma_{\delta}}\subset M$ のとき

$J_{M}( \gamma, Ad(y^{-1})f)=|D(\gamma)|_{S}^{1/2}\int_{G_{\gamma_{S}}(F_{S})\backslash G(F_{S})}f(x^{-1}\gamma x)v_{M}(xy)dx$

と

$v_{P}(\lambda, xy)=v_{P}(\lambda, x)v_{P}(\lambda, k_{P}(x)y)=v_{P}(\lambda, x)u_{P}(\lambda, x, y)$

に注意すれば、 $J_{M}(\pi, f)$ の場合 63と同様にして

$J_{M}$ ( $\gamma$ , Ad $(y^{-1})f$ )
$= \sum_{P_{1}\in \mathcal{F}(M)}J_{M}^{M_{1}}(\gamma, f_{P_{1,y}})$

が得られる。そこで Levi 部分群に関して帰納的に

$I_{M}( \gamma, f):=J_{M}(\gamma, f)-\sum_{M_{1}\neq G,\in \mathcal{L}(M)}I_{M}^{M_{1}}(\gamma, \phi_{M_{1}}(f))\wedge$

と定義する。 もちろん帰納法の仮定から $I_{M}^{M_{1}}$ $(\gamma)$ は $\phi_{M_{1}}^{M_{1}}$ を経由するから $I_{M}^{M_{1}}\wedge(\gamma)$ は定義可

能である。62の議論により $I_{M}(\gamma)$ は invariant 超函数であることがわかる。また定義か
ら $I_{M}(\gamma, f)$ はウェイト付き軌道積分の種々の性質を受け継いでいる。特に有限素点 $v$ で

$G$ が不分岐で $f\in \mathcal{H}(G(F_{v}))$ が hyperspecial な極大コンパクト部分群 $K_{v}$ で両側不変な
とき、

(69) $I_{M}(\gamma, f)=J_{M}(\gamma, f)$

が成り立つ $[$A10, Lem $.2.1]_{0}$

補題 6.3 ([All] Prop 3.1). 素点の有限集合 $S$ を $f$ と $0$ に対して十分大きく取ったとき、

$I_{\text{。}}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{0})_{M,S}}a^{M}(S,\gamma)I_{M}(\gamma, f)$

が成り立つ。

証明. $I_{0}(f)$ の定義に (4.10) と帰納法の仮定

$I_{0}^{M_{1}}( \phi_{M_{1}}(f))=\sum_{M\in \mathcal{L}^{M_{1}}}\wedge\frac{|W^{M}|}{|W^{M_{1}}|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{0})_{M,S}}a^{M}(S,\gamma)I_{M}^{M_{1}}(\gamma, \phi_{M_{1}}(f))\wedge$

を代入すれば

$I_{\text{。}}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{0})_{M,S}}a^{M}(S,\gamma)(J_{M}(\gamma, f)-\sum_{M_{1}\neq G,\in \mathcal{L}(M)}I_{M}^{M_{1}}(\gamma, \phi_{M_{1}}(f)))\wedge$

$= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in(M(F)\cap\overline{\text{。}})_{M,S}}a^{M}(S,\gamma)I_{M}(\gamma, f)$

口
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ここで $I_{M}(\gamma)$ の台を評価することにより、$suppf$ に対して $S$ を十分大きく取れば $I_{o}(f)$

を $0$ について足しあげたものが有限であることを保証して次を得る。

定理 6.4 (Invariant fine $O$-exptsion, [All] Th 33). 簡単のため $f\in \mathcal{H}(G(A))$ は局所函
数 $f_{v}$ たちのテンソル積 $f=\otimes_{v}f_{v}$ の形であるとする。 $S$ を $suppf$ に関して十分大き
く、 かつ $v\not\in S$ では $G_{v}$ が不分岐でんは hyperspecial極大コンパクト部分群 $K_{v}$ の特性
函数になっているように取れば、

$I(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in M(F)_{M,S}}a^{M}(S, \gamma)I_{M}(\gamma, f)$

が成り立つ。実際右辺の $\gamma$ についての和は $f$ で定まる有限集合上の和である。

6.5. Invariant な細かい $\chi$ 展開. 再び局所的な状況に戻って $\pi\in\Pi(M(Fs)),$ $f\in \mathcal{H}(G(Fs))$

とする。すでに示した $J_{M}(\pi, X)$ の $Ad(y)$ に関する変動の式 (6.8) から

$I_{M}( \pi,X, f):=J_{M}(\pi,X, f)-\sum_{M\neq G,\in \mathcal{L}(M)}I_{M}^{M_{1}}(\pi,X, \phi_{M_{1}}(f))\wedge$

が invariant 超函数であることがわかる。さらに $\pi\in\Pi_{temp}(M(Fs))$ ならば定義から、

(6.10) $I_{G}(\pi, X, f)=J_{G}(\pi, X, f)=\phi_{G}(f)(\pi, X)$

であり、同様にして $J_{M}(\pi, X, f)=I_{M}^{M}(\pi, X, \phi_{M}(f))\wedge$ も得られる。帰納法の仮定により任
意の $M_{1}\neq G,$ $M$ なる $M_{1}\in \mathcal{L}(M)$ に対して $I_{M}^{M_{1}}(\pi, X)=0$ とすれば、定義から

(6.11) $I_{M}(\pi, X, f)=0$ , $\forall M\neq G$

がわかる。 しかし、 $\pi$ が tempered でないときには $\phi_{M}(f)(\pi, X)$ が解析接続で定義され
ているためこれらの等式は成り立たない。
スペクトルサイドでの我々の出発点は定理 55である。[All] では跡公式のスペクトルサ

イドを保型表現の無限成分の無限小指標のノルムによって切り分け、種々の議論を行った後
再びそれらを足し合わせている。これは [All] が書かれた時点ではまだ $L_{d}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$

上の作用素 $trR_{d}(f)$ が跡族であることが知られていなかったからである。現在ではこの
いわゆる “trace class conjecture” は証明されているので [Mu]、以下では無限小指標のノ
ルムによる切り分けは採用しない。なお [Mu, II] ではテスト函数 $f$ の $K$ 有限性をはずし
ても trace class conjecture が成り立つことが証明されている (実際はさらに急減少な $L^{1}$

函数で証明されている)。 まず定理 55中の “離散部分を

$\sum$ $\sum$ $\sum$ $\frac{|W^{M}|}{|W|}\frac{1}{|\det(w-1|a_{M})|}tr(M_{P|P}(w, 0)\mathcal{I}_{P,X}(\pi, f))$

$M\in \mathcal{L}\pi\in\Pi(M(A)^{1})w\in W_{M,M}^{r\epsilon g}$

は許容表現の空間上の作用素のトレースで与えられる invariant 超函数ゆえ、指標の線形
結合に書ける。

$\sum_{\pi\in\Pi(G(A)^{1})}a_{disc}(\pi)tr\pi(f)$
.

ここで $a_{di_{SC}}(\pi)\in \mathbb{C}$ は $\pi$ の $L^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$ での重複度とは限らないことを強調し
ておく。Levi 部分群に対するこの表記を用いて次が得られる。

定理 6.5 (Invariant fine $\chi$-expansion, [All] Th.4.4).

$I_{M}(\pi, f):=I_{M}(\pi,0, f)$
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とおく。 $f\in \mathcal{H}(G(A))$ に対して

$I(f)=$ $\sum$ $I_{X}(f)= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\int_{\Pi(M)}a^{M}(\pi)I_{M}(\pi, f)d\pi$

$X\in X(G)$

が成り立つ。但し、

$\Pi_{disc}(M):=\{\pi\in JH(\mathcal{I}_{Q}^{M}(\sigma_{\lambda}))|$

として

(1) $a_{disc}^{L}(\sigma)\neq 0$ ,
(2) $w(\sigma_{\lambda})=\sigma_{\lambda},$

$\exists w\in W_{L,L}^{M,reg}\}$

$\Pi(M)=\prod_{L\in \mathcal{L}^{M}}\{\pi_{\lambda}|\pi\in\Pi_{disc}(L), \lambda\in i(a_{L}^{M})^{*}\}$

と書いた。 $\Pi(M)$ 上の測度は

$\int_{\Pi(M)}\phi(\pi)d\pi=\sum_{L\in \mathcal{L}^{M}}\frac{|W^{L}|}{|W^{M}|}\sum_{\pi\in\Pi_{disc}(L)}\int_{i(a_{L}^{M})^{*}}\phi(\pi_{\lambda})d\lambda$

となるものに取っている。さらに 5.8で定義した $(G, M)$ 族 $r_{P}(P’, \pi, \lambda, \nu)$ を使って

$r_{L}^{M}( \pi_{\lambda}):=\lim_{arrow 0}\sum_{Q\in P^{P}(L)}\frac{r_{Q}(Q’,\pi,\lambda,\nu)}{\theta_{Q}^{P}(\nu)}$

とおくとき、

$a^{M}(\pi_{\lambda}):=a_{disc}^{L}(\pi)r_{L}^{M}(\pi_{\lambda})$

である。

証明. 定理 55の式に intertwining 作用素の正規化の定義を用い、補題 4.1 (3) と組み合
わせれば

$J(f)= \sum_{L\in \mathcal{L}}\sum_{M\in \mathcal{L}(L)}\frac{|W^{L}|}{|W|}\sum_{\pi\in\Pi_{disc}(L)}\int_{i(a_{L}^{G})^{*}}a_{disc}^{L}(\pi)r_{L}^{M}(\pi_{\lambda})tr(N_{M}(\pi_{\lambda}, P)\mathcal{I}_{P}(\pi_{\lambda}, f))d\lambda$

$= \sum_{M\in \mathcal{L}}\sum_{L\in \mathcal{L}^{M}}\frac{|W^{L}|}{|W|}\sum_{\pi\in\Pi_{disc}(L)}\int_{i(a_{M}^{G})^{*}}a^{M}(\pi_{\lambda})J_{M}(\pi_{\lambda}^{M}, f)d\lambda$

$= \sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\int_{S(M)}a^{M}(\pi)J_{M}(\pi, f)d\pi$

を得る。あとは補題 63の証明と同様にしてこの $J$ についての式から $I$ についての式を
引き出せる。 口

以上によりとうとう具体的な invariant 跡公式

$\sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in M(F)_{M,S}}a^{M}(S, \gamma)I_{M}(\gamma, f)$

(6.12)
$= \sum_{M\in C}\frac{|W^{M}|}{|W|}\int_{\Pi(M)}a^{M}(\pi)I_{M}(\pi, f)d\pi$

に到達した。
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7. 単純化

Invariant 跡公式 (6.12) は楕円的でない $\gamma$ に対する $a^{M}(S, \gamma)$ など計算が困難な量を含
む。従って跡公式の比較により保型表現についての情報を得るためには、テスト函数に条
件を課すことで跡公式の複雑な項たちを消すことが重要である。さらに志村多様体のゼー
タ函数の記述などに際しては、志村多様体の Diophantos 幾何から得られるテスト函数は
そのような特別なテスト函数になる (\S 9を参照)。 [All, \S \S 7, 8] ではそうした跡公式の単
純化がいくつか証明されている。ここではその中から後半の応用編で必要になるものを紹
$.\text{介する}$ 。

$f\in \mathcal{H}(G(A))$ がある素点 $v$ で cuspidal とは、
$\phi_{M}^{M}(\overline{(f_{v})}_{P})=0$ , $\forall M\in \mathcal{L}$

が成り立つこととする。 このとき

$I_{M}(\pi, X, f)=0$ , $\pi\in\Pi_{unit}(M(F_{v})),$ $X\in a_{M},$ $M\neq G,$ $\in \mathcal{L}$

が示せる。 $I_{M}(\pi, f)$ たちはこのようなものの積に分解する [A10, Prop 9.4] ので、 これか
ら $M\neq G$ に対する $I_{M}(\pi, f)$ が消え、次を得る。

定理 7.1 ([All] Th 7.1). $f$ が–.つの素点 $v$ で cuspidal なとき (6.12) のスペクトルサイ
ドは

$I(f)= \sum_{\pi\in\Pi_{disc}(G)}a_{disc}^{G}(\pi)I_{G}(\pi, f)$

となる。 もちろん $I_{G}(\pi, f)=tr\pi(f)$ である $\circ$

Part II. 応用
Part II. では Part I. で得られた跡公式の応用を二つ紹介する。導入で触れたように、

一般の簡約玉上の保型形式への跡公式の応用には跡公式の安定化が必要であり、そのため
の枠組みとして endoscopy の理論がある。 しかしこれは表現論や調和解析には少し遠い
話題である上に、未だに多くの基本的な問題が未解決な状況でもある。そこでここでは
endoscopy を必要としない、 $GL(n)$ の可解拡大に対する base change リフトの構或 [AC]
と対称空間の数論商上の Hecke 作用素の $L^{2}$-Lefschetz 数の記述 [A13] を紹介する。

8. $GL(n)$ の可解拡大に対する BASE CHANGE リフト

8.1. 問題設定. まず、問題の背景になっている Langlands の函手性の哲学について手
短に述べておく。 $G$ を数体 $F$ 上定義された連結簡約群とする。 2.1で述べたようにその
既約許容表現 $\pi$ は各素点での G(凡) の既約許容表現 $\pi_{v}$ (無限素点では既約 $(g_{v}, K_{v})$ 加

群) の制限テンソル積
$\pi=\otimes’\pi_{v}$

む

であった。ここで有限個を除く全ての有限素点 $v$ では $\pi_{v}$ は不分岐である。正確に言うと、
そのような $v$ では $G_{v}$ は罵のある不分岐拡大上で split するような quasisplit 群であり、
従って凡有理的な Borel 対 $(B, T)$ を持つ。 $T$ の凡有理的な指標の群を $X^{*}(T)_{F_{v}}$ と書
く。 $T(F_{v})$ の指標 $\chi$ が不分岐とは部分群

$T(F_{v})^{1}:=\{t\in T(F_{v})||\mu(t)|_{v}=1, \forall\mu\in X^{*}(T)_{F_{v}}\}$

への制限が自明であることとする。 $\pi_{v}\in\Pi_{adm}(G(F_{v}))$ が不分岐とはそれが不分岐指標
からの誘導表現の形の standard 表現

$I_{B}(\chi)=Ind_{B(F_{v})}^{G(F_{v})}[\chi\otimes 1_{U(F_{v})}]$
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の Langlands 既約商であることだった。56で触れた局所 Langlands 予想は、不分岐な表
現に対しては解決している。すなわち類型論によって $\chi\in\Pi_{adm}(T(F_{v}))$ には Langlands
パラメタ

$\varphi_{\chi}$ : $W_{F_{v}}arrow LT$

が対応するが、 $\pi_{v}$ に付随する Langlands パラメタ $\varphi$ は合成 $W_{F_{v}}arrow T\varphi_{xL}arrow LG_{v}$ で与え
られる

$\circ$ さらに不分岐な $\chi$ に付随する $\varphi_{\chi}$ は剰余体 $F_{q_{v}}=O_{v}/\mathfrak{p}_{v}$ の Galois 群の位相的生
成元 $\Phi_{v}$ : $x\mapsto x^{1/q_{v}}$ (幾何的 Frobenius 元) で生成される商群を経由する:

$\varphi:W_{F_{v}}arrow\Phi_{v}^{\mathbb{Z}}arrow LT\llcorner_{arrow G_{v}}L$ .

すなわち $\varphi$ は $\Phi_{v}$ の行き先で完全に決まる。具体的には $\chi\in\Pi_{adm}(T(F_{v})/T(F_{v})^{1})$ は

$X^{*}(T)_{F_{v}}\otimes \mathbb{C}=X_{*}(\hat{T})^{Ga1(\overline{F_{v}}/F_{v})}\otimes \mathbb{C}$ の元と見なせるから、 $\chi=\sum_{i}s_{i}\mu_{i}(s_{i}\in \mathbb{C},$ $\mu_{i}\in$

$X_{*}(T)^{Ga1(\overline{F_{v}}/F_{v})})$ と書ける。 このとき

$\varphi(\Phi_{v})=\prod_{i}l^{\iota_{i}(q_{v}^{-1})^{s_{i}}}x\Phi_{v}$

となることが知られている [B2]。この $\varphi(\Phi_{v})$ を $\pi$ の $v$ での Hecke 行列といい、 $t_{\pi,v}$ と

書く。

予想 8.1 (Langlands’ functoriality). $G$ 及び $G’$ を代数体 $F$ 上定義された連結簡約群と
し、次の図式を可換にするような $L$ 群の射 $\phi$ : $LGarrow LG’$ が与えられているとする。

$LGrightarrow\phi LG’$

$pr_{2}\downarrow$ $\downarrow pr_{2}$

$W_{F_{v}}--W_{F_{v}}$

このとき、 $G(A)$ の保型表現 $\pi$ に対して $G’(A)$ の保型表現 $\pi’=\phi(\pi)$ であって、有限個
を除く全ての $v$ で

$t_{\pi};_{v},=\phi(t_{\pi,v})$

が成り立つようなものがある。 このとき $\pi’$ を $\phi$ による $\pi$ のリフト という。

もちろんこれは不正確な概念であるが、導入にも登場した Jacquet-Shalika の結果

定理 8.2 ([JS], 強重複度 1定理). $\pi,$
$\pi’$ を $GL(n, A)$ の既約 cuspidal 保型表現とする。有

限個を除く全ての $v$ で $t_{\pi,v}=t_{\pi’,v}$ が成り立つならば、 $\pi$ と $\pi’$ は (表現空間も含めて) –

致する。

により、 $G$ も $G’$ も一般線型群の場合にはリフトは cuspidal 保型表現の間の写像になる。
これらの定義は保正 $L$ 函数と Galois 表現の $L$ 函数の関係についての予想から来てい

る。一般に $G(A)$ の既約保型表現 $\pi$ と $LG$ の有限次元表現 $P$ が与えられたとき、 これら
に付随する保型 $L$ 函数の不分岐な Euler 因子は

$L(s,\pi_{v}, p):=\det(1-p(t_{\pi,v})q_{v}^{-s})^{-1}$

で定義される [B2]。=方、例えば $GL(n, A)$ の (無限成分にある種の条件の付いた) 保型
表現は $Ga1(\overline{F}_{v}/F_{v})$ の $n$ 次元 $p$ 進表現の同型類と一対一対応すると信じられている (大
域的な Langlands 予想)。これはもちろん大問題であるが、 この対応がもし存在すれば、
それは保型表現に付随する保型 $L$ 函数と Galois 群の $\ell$ 進表現に付随する $L$ 函数の=致
を要求することによって=意に特徴づけられることが知られている。さて今この大域的な
Langlands 対応の存在を仮定してみる。 $E/F$ を代数体の $d$ 次拡大とし、 $E$ を含む $F$ の

代数閉包 $\overline{F}$ を固定する。
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(1) $GL(n, A_{F})$ の緊緊表現 $\pi$ に対応する $Ga1(\overline{F}/F)$ の $\ell$ 進表現 $\rho$ を部分群 $Ga1(\overline{F}/E)$

に制限して得られる $\ell$ 進表現に対応する $GL(n, A_{E})$ の保型表現 $r_{E}^{F}(\pi)$ を $\pi$ の拡大

$E/F$ に対する base change リフト という。

(2) $GL(m, A_{E})$ の保型表現 $\Pi$ に対応する $Ga1(\overline{F}/E)$ の $m$ 次元 $\ell$ 進表現 $\rho$ からの誘導表

現 $Ind_{Ga1(^{\overline{\frac{F}{F}}}/E)}^{Ga1(/F)}\rho$ は $Ga1(\overline{F}/F)$ の $n:=md$ 次元の $\ell$ 進表現になるが、これに対応す

る $GL(n, A_{F})$ の保型表現 $i_{E}^{F}(\Pi)$ を $\Pi$ の $E/F$ に対する automorphic induction
(保型的誘導) という。

これらの 2種のリフトはその定義が大域的な Langlands 対応によっている上に、無限成
分が代数性の条件を満たすものに対してしか定義できない。 しかし $E/F$ が可解拡大、す
なわち Galois 拡大であってその Galois 群 $Ga1(E/F)$ が可仏器の場合には、 cuspidal 表
現からのこれらのリフトが跡公式を使って構成できる [AC]。

82. Twisted 跡公式の導入と新谷等式. 可解拡大は $Ga1(E/F)$ が巡回群であるいわゆる

巡回拡大のタワーであるから、 $E/F$ が $\ell$ 次の巡回拡大の時を考えれば十分である。 もと

もと base change リフトは $G=GL(2)$ で $F=\mathbb{Q},$ $E$ が総実代数体の場合に、古典的な
楕円保型形式から Hilbert 保型形式へのリフトとして土井、長沼両氏によって得られたも
のである [DN]。彼らの証明は $L$ 函数によるものであったが、後に齋藤姓氏がその博士論
文において、 22で $\theta$ を $Ga1(E/F)$ の生成元、 $\omega=1$ とした twisted 跡公式によってこ
のようなリフトが得られることを示した [Sa]。今日までの twisted 跡公式の歴史はこの論
文に始まっている。 さらに新谷氏はこの結果を保型表現論で見直すことにより局所 base
change リフトの概念を導入し、巡回拡大の base change が以下に述べる指標の等式 (新
谷等式) で定義できることを示した [Shi]。この後 Langlands が $GL(2)$ の (twisted も含
めた) 完全な invariant 跡公式を構或し、それを用いて $GL(2)$ の cuspidal 虚血表現に対
する巡回 base change リフトを得たこと、 またそれにより $Ga1(\overline{F}/F)$ の 2次元表現に対
する Artin 予想の多くの場合が解決されたことはよく知られているところである。
以下記号を少し変更して、 $G_{n}:={\rm Res}_{E/F}GL(n),$ $H_{n}:=GL(n)_{F}$ と書く。従って $G_{n}$ は

$GL(n)_{E}$ を $F$ 上の代数群と見たものである。 $N_{E/F}$ : $G_{1}(F)=E^{\cross}\ni x\mapsto\det_{F}(x|E)\in$

$H_{1}(F)=F^{\cross}$ を $E/F$ のノルム という。 ここで $\det_{F}(x|E)$ は $x$ を $F$ ベクトル空間 $E$

上の線型写像と見たものの行列式である。 $E/F$ は巡回拡大であるから $Ga1(E/F)$ の生成

元を $\sigma$ として、 これは $N_{E/F}(x)=x\sigma(x)\cdots\sigma^{\ell-1}(x)$ となる $0$ この類似として $G_{n}(F)=$

$GL(n, E)\ni g$ に対して

$N_{E/F}(g):=g\sigma(g)\cdots\sigma^{\ell-1}(g)$

とおく。これはもちろん $H_{n}(F)$ に入るとは限らないが、 $\sigma(N_{E/F}(g))=g^{-1}(N_{E/F}(g))g$ で

あるから $N_{E/F}(g)$ の共役類は $F$ 上定義されている。 [Kol, Th 4.1] により $F$ 上定義され

た共役類は $F$ 有理点を含むから、 $N_{E/F}(g)$ の共役類に含まれる $H_{n}(F)\text{の共役類人}I_{/F}(g)$

がある。 しかも $GL(n)$ なので $N_{E/F}(g)$ は一意である。一方 $N_{E/F}(g)=N_{E/F}(g’)$ である

ためにはある $x\in G_{n}(F)$ に対して $g’=Ad_{\sigma}(x)g$ であることが必要十分である。こうして
$G_{n}(F)$ の $\sigma$ 半単純な $\sigma$ 共役類の集合 $D_{\sigma}(G_{n})$ から $H_{n}(F)$ の半単純共役類の集合 $D(H_{n})$

への ノルム

$N_{E/F}$ : $D_{\sigma}(G_{n})arrow D(H_{n})$

が得られた。
$\Pi\in\Pi_{adm}(G_{n}(F_{v}))$ が $\sigma(\Pi):=\Pi\circ\sigma^{-1}$ と同型な時、 $\Pi$ は $\sigma$ 安定であるという。 $\sigma$ 安定

な $\Pi$ に対しては intertwiner $\Pi(\sigma)$ : $\Piarrow\sigma^{-1}(\sim\Pi)$ が 1の $P$ 乗根倍を除いて定まる。 $\Pi$ が

generic、すなわち Whittaker モデルを持つ場合にはこの垣 (\mbox{\boldmath $\sigma$}) を Whittaker ベクトルを
保つものとして $P$ 巾乗根倍のの任意性を取り除ける。$GL(n)$ の場合には既約 tempered 表
現や cuspidal 保型表現の局所成分は全て generic なので、我々の考える $\Pi$ に対する $\Pi(\sigma)$
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は一意に定まる。 さて、以上の下で $\Pi$ の $\sigma$ 指標を

$_{\Pi,\sigma}(f):=tr(\Pi(f)\Pi(\sigma))$ , $f\in C_{c}^{\infty}(G_{n}(F_{v}))$

と定める。これは Schwartz 超函数だが、 $v$ が有限素点の場合には $\sigma$ 正則半単純な元の集
合上の局所可積分函数になることが知られている [C]。無限素点での局所 base change は
その Langlands パラメタから直接定義されるので、以下では有限素点を考える。 このと
き $\sigma$ 安定な $\Pi\in\Pi_{adm}(G_{n}(F_{v}))$ が $\pi\in\in n_{adm}(H_{n}(F_{v}))$ の base change リフト であると
は、任意の $N_{E/F}(g)$ が正則半単純な $g\in G_{n}(F_{v})$ に対して新谷等式

$_{\Pi,\sigma}(g)=_{\pi}(N_{E/F}(g))$

が成り立つこととする。ここで $\Theta_{\pi}$ は $\pi$ の指標である。さらに $G_{n}(A)=GL(n, A_{E})$ の保
型表現 $\Pi$ が $H_{n}(A)$ の保型表現 $\pi$ の base change リフトであるとは、各素点 $v$ で $\Pi_{v}$ が

$\pi_{v}$ の base cbange リフトになっていることとする。 このようにして Langlands 函手性を
経由して定義されていた base change リフトが表現論の言葉で (予想を介さず) 定義でき
た。 –般に予想 8.1で $\phi$ が $LG$ のある自己同型 $L\theta$ による不変部分の $LG$ への埋め込み
$(^{L}G)^{L}\theta_{c}arrow GL$ であるときには、対応するリフトを表現論的に定義できるものと期待され
ている。このようなリフトを twisted endosco$pic$ lift という。なお $L\theta$ を与えることは
22で述べた $G$ の外部自己同型 $\theta$ と $G(F)\backslash G(A)$ の指標 $\omega$ を与えることに同値であり、
これが 22の定義の動機となっている (cf. [KS])。

83. 軌道積分の transfer と fundamental lemma. 上の新谷等式は跡公式の比較から
得られると期待されるアウトプットであるが、そのために必要なインプットは $G_{n}(F_{v})$ 上

の $\sigma$ invariant 超函数の $H_{n}(F_{v})$ 上の invariant 超函数への transfer である。この transfer
は $N_{E/F}$ に対応する軌道積分の対応として定義される。 $N_{E/F}(\gamma)$ が正則半単純であるよ
うな $\gamma\in G_{n}(F_{v})$ に対して

$\sigma I(\gamma, \phi):=|D_{\sigma}(\gamma)|_{v}^{1/2}\int_{T_{\gamma,\sigma}(F_{v})\backslash G_{n}(F_{v})}\phi(g^{-1}\delta\sigma(g))dg$

とおく $0$ ここで $T_{\gamma,\sigma}(F_{v})=\{g\in G_{n}(F_{v})|g^{-1}\gamma\sigma(g)=\gamma\}$ である $oH_{n}(F_{v})$ 上の通常の軌道
積分 $I^{H}(\gamma_{H}, f^{H}),$ $f^{H}\in C_{c}^{\infty}(H_{n}(F_{v}))$ も同様に定義される。

命題 8.3 ([AC] I. Prop 3.1). (i) $f\in C_{c}^{\infty}(G_{n}(F_{v}))$ に対して $f^{H}\in C_{c}^{\infty}(H_{n}(F_{v}))$ であって、

任意の正則半単純な $\gamma_{H}\in H_{n}(F_{v})$ に対して

$I^{H}(\gamma_{H}, f^{H})=\{$ $\theta\wedge I(\gamma, \phi)$ $\gamma_{H}\in N_{E/F}(\gamma)\emptyset\iota_{\backslash }\backslash \backslash \cdot rm’ A$
とき

$\gamma_{H}$ が $N_{E/F}$ の像に入っていないとき

なるものが存在する。
(ii) 逆にノルムでない正則半単純な任意の $\gamma_{H}$ で軌道積分が消えているような $f^{H}\in$

q\infty (H訂 Fv) $)$ に対して $\phi\in C_{c}^{\infty}(G_{n}(F_{v}))$ で上の条件を満たすようなものが存在する。

すなわち局所的には正則軌道積分の transfer は再び正則軌道積分であることが保証さ
れた。次にアデール群上の正則軌道積分の transfer が再び正則軌道積分であること示さ
ねばならない。これは次の fundamental lemma から従う。有限個を除く全ての有限素
点 $v$ で $G_{n,v}$ は 8.1の意味で不分岐であり、従って $G_{n}(F_{v})$ は hyperspecial な極大コン
パクト部分群 $K_{v}$ を持つのだった。 $G_{n}(F_{v})$ 上のコンパクト台付き両側 $K_{v}$ 不変な函数か
らなる (古典的な) Hecke 環を $\mathcal{H}(G_{n})_{v}$ と書く。 $T_{n}$ を $G_{n,v}$ の $F$ 上定義された Borel 対
$(B_{n,v}, T_{n,v})$ をなす極大トーラス (対角行列のなす部分群) とし、 $W_{v}$ を $T_{n,v}$ の $G_{n,v}$ での

相対 Weyl 群とする。 このとき佐武同型 $\mathcal{H}(G_{n})_{v}\ni f\mapsto f^{\vee}\in \mathbb{C}[\hat{T}_{n}]^{W_{v}}$ を

$f^{\vee}(t_{\Pi_{v}})=tr\Pi_{v}(f)$ , $\forall\Pi_{v}=I_{B}(\chi),$ $\chi$ は不分岐
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によって定める。同様に $H_{n,v}$ に対する佐武同型 $\mathcal{H}(H_{n})_{v}\ni f^{H}\mapsto f^{H,\vee}\in \mathbb{C}[\hat{T}_{n}^{H}]^{W_{v}^{H}}$ も定

義する。これらの群の $L$ 群はそれぞれ $LG_{n}=GL(n, \mathbb{C})^{\ell}xW_{F},$ $LH_{n}=GL(n, \mathbb{C})xW_{F}$

で与えられる。ただし $LG_{n}$ において $W_{F}$ は $Ga1(E/F)$ を経由して作用し、その作用は
$\sigma(x_{1}, \ldots, x\ell)=(x_{2}, \ldots, x\ell, x_{1})$ で与えられる。従って対角埋め込み

$r_{E}^{F}$ : $LH_{n,v}\ni g\cross w-(g, \ldots,g)xw\in^{L}G_{n,v}$

は予想 8.1の $L$ 群の射の条件を満たす。Base change リフトは (Langlands 函手性を認
めれば) この射に対応するリフトなのだが、 この $r_{E}^{F}$ と佐武同型を使って

$r_{E}^{F}$ : $\mathcal{H}(G_{n})_{v}\ni f\mapsto f^{\vee}\in \mathbb{C}[\hat{T}_{n}]^{W_{v}}arrow \mathbb{C}[\hat{T}_{n}^{H}]^{W_{v}^{H}}r_{E}^{F}\ni f^{\vee,H}\mapsto f^{H}\in \mathcal{H}(H_{n})_{v}$

と定める。

命題 8.4 (Fundamental lemma, [C2], [Lab2]). $f\in \mathcal{H}(G_{n})_{v}$ と $f^{H}:=r_{E}^{F}(f)\in \mathcal{H}(H_{n})_{v}$ に

対して命題 8.3の主張が成り立つ。

文献を見ればわかるようにこの結果は $GL(n)$ 以外の場合も含めて証明されている。証明の
鍵は Kottwitz [Ko4] による $ff^{H}$ が共に Hecke 環の単位元の場合の同様の主張 (building
を使って示される) であり、Clozel と Labesse の貢献はそれを Hecke 環の任意の元に拡張
したことである。これ自身も Deligne-Kazhdan の simple version と呼ばれる簡略化
された跡公式により証明される。これはテスト函数 $f=\otimes_{v}$ 几がある素点 $v_{1}$ で $G(F_{v_{1}})$

の楕円的な正則半単純元の集合に台を持ち、別の有限素点 $v_{2}$ で supercuspidal な表現の
行列成分になっていれば、跡公式が

$\sum$ $m_{cusp}(\pi)tr\pi(f)=$ $\sum$ $a^{G}(\gamma)I(\gamma,$ $f)$

$\pi\in\Pi_{unit}(G(A))$ $\gamma\in G(F)_{c11}$

mod $Ad(G(F))$

と単純化するというものである。このような simple version は他にも Flicker-Kazhdan に

よるもの [FK] などがあり、 $p$ 進群上の調和解析 (cf. [Ka]) や有限体上の 1変数函数体の
場合の Langlands 対応の証明 [LRS] などの重要な応用を持つ。何より、これを命題 $8.3_{\text{、}}$

命題 84と組み合わせることにより、局所 base change リフトの存在が証明できる。すな
わち、

定理 8.5 (Local base change, [AC] I. Th 62). (i) 任意の $\pi\in\Pi_{temp}(H_{n}(F_{v}))$ は唯一つの

base change リフト $\Pi\in\Pi_{temp}(G_{n}(F_{v}))$ を持つ。 $\Pi$ は $\sigma$ 安定である。
(ii) 逆に $\sigma$ 安定な垣 $\in\Pi_{temp}(G_{n}(F_{v}))$ は少なくとも一つの $\pi\in\Pi_{temp}(H_{n}(F_{v}))$ の base
change リフトになっている。

他に base change リフトが反傾表現を反傾表現に持っていくことや、 $\chi(\det)$ でひねっ

た表現を $\chi(N_{E/F}(\det))$ でひねった表現に持っていくこと、さらには Rankin 積と呼ばれ
る保型 $L$ 因子を保つことなども示されている [$AC$ , I. Prop 6.8, Prop 6.9]。

84. 跡公式の比較と base change リフト、 automorphic induction. 以下簡単のため
に $G:=G_{n},$ $H:=H_{n}$ と書こう。前節で用意した局所調和解析の結果を使って二つの跡
公式

$\sum_{M\in \mathcal{L}_{\sigma}}\frac{|W^{M,\sigma}|}{|W^{G,\sigma}|}\sum_{\gamma\in_{\sigma}(M(F))_{M,S}}a_{\sigma}^{M}(S,\gamma)_{\sigma}I_{M}(\gamma, f)$

$.= \sum_{M\in \mathcal{L}_{\sigma}}\frac{|W^{M,\sigma}|}{|W^{G,\sigma}|}\int_{\Pi(M)^{\sigma}}a_{\sigma}^{M}(\Pi)_{\sigma}I_{M}(\Pi,f)d\Pi$,
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$\sum_{L\in \mathcal{L}^{H}}\frac{|W^{L}|}{|W^{H}|}\sum_{\gamma H\in(L(F))_{L,S}}a^{L}(S, \gamma_{H})I_{L}^{H}(\gamma_{H}, f^{H})$

$= \sum_{L\in \mathcal{L}^{H}}\frac{|W^{L}|}{|W^{H}|}\int_{\Pi(L)}a^{L}(\pi)I_{L}^{H}(\pi, f^{H})d\pi$

を比較することになる。この比較の過程は複雑で長大な帰納法によるため、ここでは省略
し、比較の結果得られる定理を引用するにとどめる。いずれにせよ invariant 跡公式を確
立したおかげで、命題 83, 84のような単純な invariant 超函数の transfer から跡公式の
項ごとの等式が引き出せることが要点である。以下 $f\in \mathcal{H}(G(Fs))$ に命題 83で (=意
ではないが) 対応する $\mathcal{H}(H(Fs))$ の元を $f^{H}$ と、 $N_{E/F}(\gamma)$ を $\gamma^{H}$ と書くことにする。同
様に $\sigma$ 安定な垣 \in \Pi \Pi temmp(G(凡)) に対して定理 85によってそれにリフトする $\pi$ の集合
を $\Pi^{H}$ と書く。
幾何サイドについては

定理 8.6 ([AC] $II.$ \S 5, Th A). 素点の有限集合 $S$ を十分大きく取ったとき、

(8.1) $\sigma MI(\gamma, f)=I_{M^{H}}(\gamma^{H}, f^{H})$ , $\gamma\in M(F_{S}),$ $f\in \mathcal{H}(G(F_{S}))$ ,

(82) $a_{\sigma}^{M}(S, \gamma)=a^{M^{H}}(S, \gamma^{H})$

が成り立つ。

次にスペクトルサイドについて。$M\in \mathcal{L}_{\sigma}$ に対して、 $M(Fs)$ の $\sigma$ 不変な standard 表現
の同型類の集合を $\Sigma_{\sigma}(M(F_{S}))$ と書く。Langlands 分類から互いに逆行列である整数係数
行列 $(\Gamma(R, \Pi))_{R\in\Sigma_{\sigma}(M(F_{S})),\Pi\in\Pi_{adm,\sigma}(M(F_{S}))},$ $(\triangle.(\Pi, R))_{\Pi\in\Pi_{adm,\sigma}(M(F_{S})),R\in\Sigma_{\sigma}(M(F_{S}))}$ があって

$tr(R_{\sigma}(f))=\sum_{\Pi\in\square _{adm,\sigma}(M(F_{S}))}\Gamma(R,\Pi)tr(\Pi_{\sigma}(f))$
,

$tr(\Pi_{\sigma}(f))=\sum_{R\in\Sigma_{\sigma}(M(F_{S}))}\triangle(\Pi, R)tr(R_{\sigma}(f))$

が成り立つ。同様に $(\Gamma(\rho, \pi))_{\rho\in\Sigma(M^{H}(F_{S})),\pi\in\Pi_{adm}(M^{H}(F_{S}))},$ $(\triangle(\pi, p))_{\pi\in\Pi_{adm}(M^{H}(F_{S})),\rho\in\Sigma(M^{H}(F_{S}))}$

も定まる。 $\pi\in\Pi_{adm}(M^{H}(F_{S})),$ $R\in\Sigma_{\sigma}(M(Fs))$ に対して

$\triangle(\pi, R):=l^{|S_{inert}|}$ $\sum$ $\triangle(\pi, \rho)$

$\rho\in\Sigma(M^{H}(F_{S}))$

$\rho$ は $R$ にリフト

とおく。 ここで $S_{inert}$ は $E\otimes_{F}F_{v}$ が体であるような $v\in S$ の集合である。 $\pi$ , 垣が $S$ の

外で不分岐な時、これを使って

$\delta(\pi, \Pi):=\sum_{R\in\Sigma_{\sigma}(M(F_{S}))}\Delta(\pi_{S}, R)\Gamma(R, \Pi_{S})$
, $\pi\in\Pi_{adm}(M^{H}(F_{S})),$ $\Pi\in\Pi_{adm,\sigma}(M(F_{S}))$ ,

$a^{M^{H}}(\Pi^{H}):=l^{-\dim a_{L}}$ $\sum$ $a_{disc}^{L^{H}}(\pi)\delta(\pi, \Pi)r_{L}^{M}(\Pi_{\lambda})$

$\pi\in\Pi_{adm}(M^{H}(F_{S}))$

$\pi$ は $\Pi$ にリフト

とお \langle 。

定理 8.7 ([AC] $\Pi.$ \S 9, Th B). $S$ を十分に大きく取ったとき、

(8.3) $\sigma I_{M}(\Pi, f)=I_{M^{H}}(\Pi^{H}, f^{H})$ , $\Pi\in\Pi_{unit}(M(A))^{\sigma},$ $f\in \mathcal{H}(G(F_{S}))$ ,

(8.4) $a_{\sigma}^{M}(\Pi)=a^{M^{H}}(\Pi^{H})$ , $\Pi\in\Pi_{unit}(M(A))^{\sigma}$
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が成り立つ。

Invariant 跡公式の証明がそうであったように、これらの定理も同時に、=つの帰納的
な議論によって示される。すなわち Levi 部分群に対してこれらの定理を共に仮定して、
証明を行う。
これらから base change リフトを引き出す鍵は、上で $f=\otimes_{v}$ んの $S$ の外の成分

$f^{S}:=\otimes_{v\not\in S}$ んを不分岐な Hecke 環 $\mathcal{H}(G(A^{S})//K^{S})$ の全体を走らせてよいことである。
この $\mathcal{H}(G(A^{S})//K^{S})$ という巨大な環による対称性と、保型 $L$ 函数の持つ強い局所と大域
の関連性 [JS] を組み合わせて、大域的な base change が得られる。

定理 8.8 (global base change, [AC] III Th.4.2, Th 5.1). $E/F$ の拡大次数 $\ell$ は素数であ
るとする。 $A^{\cross}/F^{\cross}N_{E/F}(A_{E}^{\cross})$ の非自明な指標 $\eta$ を一つ固定する。
(i) $H_{n}(A)$ の既約 cuspidal 表現 $\pi$ が $\eta(\det)\pi\not\simeq\pi\wedge\wedge$を満たすとき、 $\pi$ は唯=つの $G_{n}(A)$ の

既約 cuspidal 表現 $\Pi$ にリフトする。 $\Pi$ は $\sigma$ 安定。
(ii) $H_{n}(A)$ の既約 cuspidal表現 $\pi$ が $\eta(\det)\pi\simeq\pi$ を満たすとき、$G_{n/\ell}(A)$ の既約 cuspidal
表現 $\Pi$ があって $\pi$ は

$Ind_{P_{n/\ell}(A)}^{G_{n}(A)}[(\Pi\otimes\sigma(\Pi)\otimes\cdots\otimes\sigma^{l-1}(\Pi))\otimes 1_{U_{n/p}(A)}]$

にリフトする。ここで $P_{n/\ell}$ は Levi 成分が $(G_{n/\ell})^{\ell}$ に同型な $G_{n}$ の放物型部分群である。
特に $\ell$ が $n$ を割り切らないときには、上のような cuspidal 表現 $\pi$ は存在しない。
(iii) 逆に上の (i), (勿の様な形の $G_{n}(A)$ の保型表現はそれぞれ (i), (ii) のような $\pi$ の

リフトである。

(iv) これらのリフトは有限個を除く全ての素点でリフトであるという条件だけで特徴づけ
られる。

なお、 cuspidal な $\pi,$
$\pi’$ が同一の $\Pi$ にリフトするのは $\pi’=7\dot{p}(\det)\pi,$ $(0\leq\exists j\leq\ell-1)$

の時だけであることが、 [JS] の $L$ 函数による $GL(n)$ の保型表現の分類からわかる。特
に、上の定理で (i) の場合は $\ell$ 個の異なる cuspidal 表現が垣にリフトし、 (ii) のような
$G_{n}(A)$ の保型表現にリフトする $\pi$ は唯一であることが従う。ー方 $Ga1(\overline{F}/E)$ の $\ell$ 進表現

$\rho$ に対して $res\overline{\frac{F}{F}}Ga1(/E)(ind\overline{\frac{F}{F}}Ga1(/E)(\rho))=\rho\oplus\eta\rho\oplus Ga1(/F)Ga1(/F)\ldots\oplus\eta^{\ell-1}\rho$ であった。 $\eta$ は類体論により

$Ga1(E/F)$ の指標と同一視している。これと Langlands 予想の要請を読み合わせると、実
は上の定理の (ii) において、 $\pi$ は $\Pi$ の automorphic induction $i_{E}^{F}(\Pi)$ であることが

わかる。こうして得られた automorphic induction と、ユニタリ群の志村多様体を使って
構或した Langlands 対応の特殊な場合を組み合わせると、特殊だが $E/F$ が Galois 拡大
でない場合の automorphic induction が作れる [Ha]。これが昨年得られた局所 Langlands
対応の証明 [HT], [He] で主要な役割を果たしたことは記憶に新しい。

9. HECKE 作用素の LEFSCHETZ 数

最後に跡公式の幾何への応用として、対称空間を数論的部分群の作用で割った多様体
のコホモロジー上の Hecke 作用素の Lefschetz 数を計算した Arthur の結果を紹介する
[A13]。理由はこれが、跡公式の最も重要な応用の一つである、志村多様体のゼータ函数
の決定に現れる表現論的な議論のプロトタイプだからである。 $G$ を実簡約群から来る離
散系列表現を持つ半単純 Lie 群とし、 $\Gamma$ をその数論的部分群とする。 $\Gamma$ はトーションを

持たないよう十分小さ $\langle$ (neat に) 取ることにする。すると $G$ の対称空間 $X=G/K(K$
は $G$ の極大コンパクト部分群) を $\Gamma$ で割った数卸商 $X_{r}:=\Gamma\backslash X$ は locally symmetric な
リーマン多様体である。 $G$ の有限次元表現 $(\mu, V_{\mu})$ に対して、 $X_{\Gamma}$ 上の局所定数層

$\mathcal{F}_{\mu}:=V_{\mu}\cross rG/K$
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が定まり、 これに係数を持つ $X_{r}$ 上の 2乗可積分な微分形式の複体のコホモロジー、 い

わゆる $L^{2}$ コホモロジー $H_{(2)}^{i}(X_{\Gamma}, F_{\mu})$ が考えられる $[SZ]_{0}\Gamma$ に対する Hecke 作用素 $h$ は

Hecke 対応によって $X_{r}$ , ろ従って $L^{2}$ コホモロジーに作用している。

$H_{(2)}^{i}(h, \mathcal{F}_{\mu})$ : $H_{(2)}^{i}(X_{\Gamma}, F_{\mu})arrow H_{(2)}^{i}(X_{\Gamma}, F_{\mu})$ .

Invariant 跡公式と松島村上の公式を組み合わせることによって、この作用の Lefschetz 数

$\mathcal{L}(h,\mu):=\sum_{i}(-1)^{i}trH_{(2)}^{i}(h,\mathcal{F}_{m}u)$

を計算しよう。

9.1. 松島村上の公式. 例によって問題をアデール群の状況に持っていく。 $G$ を $\mathbb{Q}$ 上定
義された連結簡約群とし、 $G(\mathbb{R})$ の極大コンパクト部分群 $K_{\infty}$ を固定し、 $K_{\infty}^{j}:=\mathfrak{U}_{G}K_{\infty}$

とおく。 $A=\mathbb{R}\cross A_{f}$ で $\mathbb{Q}$ のアデール環を表す。数論的部分群の定義から、 $G(A_{f})$ の開
コンパクト部分群 $K$ があって、 $\Gamma=G(\mathbb{Q})\cap K$ が成り立つ。このとき $\{x_{1}=1, \ldots, x_{h}\}$

を $G(\mathbb{Q})\backslash G(A)/G(\mathbb{R})\cross K$ の代表系として

ん

$M_{K}:=G(\mathbb{Q})\backslash X_{\infty}\cross G(A_{f})/K$,
$X_{\infty}:=G( \mathbb{R})/K_{\infty}=\prod_{i=1}\Gamma_{i}\backslash X_{\infty}$

, $X_{\infty}:=G(\mathbb{R})/K_{\infty}’$

が成り立つ。ここで $\Gamma_{i}:=Ad(x_{i})K\cap G(\mathbb{Q})$ は $G(\mathbb{R})$ の数論的部分群になっている。この
状況では、Hecke 作用素はコンパクト台を持ち両側 $K$ 不変な $G(A_{f})$ 上の函数のなす畳
み込み代数 $\mathcal{H}(G(A_{f})//K)$ の元である。 $(\mu, V_{\mu})$ を $G$ の有限次元既約 $\mathbb{Q}$ 有理的表現とす
れば、やはり $M_{K}$ 上の局所定数層

$F_{\mu}=V_{\mu}(\mathbb{C})\cross_{G(\mathbb{Q})}(X_{\infty}\cross G(A_{f}))$

ができる。こうして $h\in \mathcal{H}(G(Af)//K)$ の $L^{2}$ コホモロジー $H_{(2)}^{i}(M_{K}, F_{\mu})$ への作用

$H_{(2)}^{i}(h, F_{\mu})$ 及び、 その Lefschetz 数

$\mathcal{L}(h, \mu):=\sum_{i}(-1)^{i}trH_{(2)}(h, F_{\mu})$

が定義される。
この Lefschetz 数を $G(A)$ の保型表現に結びつけるには松島村上の定理を用いる。既

約 $(g_{\infty}(\mathbb{C}), K_{\infty}’)$ 晶群 $\pi_{\infty}$ に対して $\mu$ 係数の $(g_{\infty}(\mathbb{C}), K_{\infty}’)$ コホモロジー

$H^{i}(g_{\infty}(\mathbb{C}), K_{\infty}’;\pi_{\infty}\otimes\mu)=Hom_{K_{\infty}’}(\wedge^{i}(g_{\infty}(\mathbb{C})/t_{\infty}’(\mathbb{C})), \pi_{\infty}\otimes_{l}\iota)$

が定義されていた (Casimir 作用素が $\pi_{\infty}\otimes\mu$ に自明に作用するときはこの式で与えられ
る。それ以外の時は消えている)。 $\pi_{\infty}$ の Euler-Poincar\’e 歯数を

$\chi_{\mu}(\pi_{\infty}):=\sum_{i}(-1)^{i}\dim H^{i}(g_{\infty}(\mathbb{C}), K_{\infty}’;\pi_{\infty}\otimes\mu)$

と定める。このとき Borel-Casselman による拡張された松島村上の定理によれば、$\mathcal{H}(G(A_{f})//K)$

同変な同型

$H_{(2)}^{i}(M_{K}, \mathcal{F}_{\mu})\simeq\oplus\pi=\pi_{\infty}\otimes\pi_{f}\in\Pi(G(A))_{\xi_{\mu}^{-1}}m_{disc}(\pi)(H^{i}(g_{\infty}(\mathbb{C}), K_{\infty}’; \pi_{\infty}\otimes\mu)\otimes\pi_{f}^{K})$

がある $0$ ここで $\xi_{\mu}$ は $\mu|_{\mathfrak{U}_{G}}$ であり、$\Pi(G(A))_{\xi_{\mu}^{-1}}$ は $G(A)$ の既約許容表現でその $\mathfrak{U}_{G}$ への制

限が $\xi_{\mu}^{-1}$ であるものの同型類の集合である。 $m_{disc}(\pi)$ はもちろん $\pi$ の $L_{d}^{2}(G(F)\mathfrak{U}_{G}\backslash G(A))$
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での重複度であり、 $\pi_{f}^{K}$ は $\pi_{f}$ の $K$ 不変部分 ($\mathcal{H}(G(Af)//K)$ 加群になる) である。 これ
により、 $\mathcal{L}(h, \mu)$ は

(9.1)
$\mathcal{L}(h, \mu):=\sum_{\pi=\pi_{\infty}\otimes\pi_{f}\in\Pi(G(A))_{\epsilon_{\mu}^{-1}}}m_{disc}(\pi)\chi_{\mu}(\pi_{\infty})tr\pi_{f}(h)$

と書ける。

92. 跡公式の導入. $m_{disc}(\pi)$ がわからないため (9.1) は決して満足のいくものとはいえな
い。そこで跡公式を使ってこれを (幾何的な意味での) 局所的な量で表したい。そのため
に次のようなテスト函数を構或する。

$\pi_{\infty}\in\Pi_{temp}(G(\mathbb{R}))$ のときには

$\chi_{\mu}(\pi_{\infty})=$
であることに注意して、Euler-Poincare 函数 $f_{\mu}\in \mathcal{H}(G(\mathbb{R})/\mathfrak{U}_{G}, \xi_{\mu}^{-1})$ を

$tr\pi_{\infty}(f_{\mu})=$
となるものと定める。但し $\text{、}q(G)$ は対称空間 $X_{\infty}$ の次元の 1/2である。このような

$f_{\mu}$ が存在することは、 trace Paley-Wiener 定理の帰結である離散系列表現の擬行列係数
(pseudo-coefficient) の存在から直ちに従う [$CD,$ $II$ , Cor. aProp.5]。 $f:=f_{\mu}\otimes h$ が我々

のテスト函数である。

補題 9.1. $f=f_{\mu}\otimes h$ のとき、 invariant 跡公式のスペクトルサイドは $\mathcal{L}(h, \mu)$ に一致

する。

$\mathcal{L}(h,\mu)=I(f)$ .

証明. まず $f_{\mu}$ が 7の意味で無限素点で cuspidal であることから、我々の跡公式は定理
7.1の形をしている。すなわち、

$I(f)= \sum_{\pi\in\Pi_{di\epsilon c}(G)}a_{disc}(\pi)I_{G}(\pi, f)$

$= \sum_{L\in \mathcal{L}}\frac{|W^{L}|}{|W|}\sum_{w\in W_{LL}^{reg}},\frac{1}{|\det(w-1|a_{L}^{G})|}tr(M_{Q1Q}(w,0)\mathcal{I}_{Q}$
( $0,$ $f_{\mu}\otimes$ ん) $)$

であった。この中で $L\neq G$ の項が全て消えることをいえば補題は証明されたことになる。
ところが $f_{\mu}$ の取り方から、 $f_{\mu}\otimes h$ の作用は singular な無限小指標を持つ表現の寄与を
全て消してしまう。右辺の $\mathcal{I}_{Q}(Q\neq G)$ に現れる表現は $\det(w-1|a_{L}^{G})\neq 0$ であるような

$w$ で固定されるような無限小指標、すなわち singular な無限小指標を持つから補題は証
明された。 口

これと (6.12) から

$\mathcal{L}(h,\mu)=\sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in(M(\mathbb{Q}))_{M,S}}a^{M}(S,\gamma)I_{M}(\gamma, f)$

を得る。軌道積分 $I_{G}(\gamma)$ は局所的な軌道積分の Euler 積に分解していたから、 $I_{G}(\gamma,$ $f_{\mu}\otimes$

$h)=I_{G}(\gamma, f_{\mu})I_{G}(\gamma, h)$ が成り立つ。一般には $h=h_{v}h^{v}(h_{v}\in \mathcal{H}(G(F_{v})), h^{v}\in \mathcal{H}(G(A_{f}^{v}))$
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として splitting formula [A10, Prop.9.1]

$I_{M}( \gamma, f_{\mu}\otimes h)=\sum_{\Lambda T_{1},M_{2}\in \mathcal{L}(M)}d_{M}^{G}(M_{1}, M_{2})I_{M}^{M_{1}}(\gamma, \phi_{M_{1}}^{M_{1}}(\overline{(f_{\mu}\otimes h^{v})}_{P_{1}}))I_{M}^{M_{2}}(\gamma, \phi_{M_{2}}^{M_{2}}(\overline{(h_{v})}_{P_{2}}))\wedge\wedge$

が成り立つが、 $f_{\mu}\otimes h^{v}$ は無限素点で cuspidal なことから $\phi_{M_{1}}^{M_{1}}(\overline{(f_{\mu}\otimes h^{v})}_{P_{1}})$ は $M_{1}=G$

の時以外は消えている。 $d_{M}^{G}(G, M_{2})$ は $M_{2}=\Lambda l$ の時 1でそれ以外では消えているので、
結局

$I_{M}(\gamma, f_{\mu}\otimes h)=I_{M}^{G}(\gamma, f_{\mu}\otimes h^{v})I_{M}^{M}(\gamma, \phi_{M}^{M}(\overline{(h_{v})}_{P}))\wedge$

が成り立つ。これを $h_{v}$ が Hecke 環の単位元でない $v$ に順次適用して結局、

(9.2) $\mathcal{L}(\mu, h)=\sum_{M\in \mathcal{L}}\frac{|W^{M}|}{|M^{r}\prime|}\sum_{\gamma\in(M(\mathbb{Q}))_{M,S}}a^{M}(S, \gamma)I_{M}^{G}(\gamma, f_{\mu})I_{M}^{M}(\gamma, \phi_{M}^{M}(\overline{h}_{P}))\wedge$

が得られる。

9.3. $I_{M}^{G}(\gamma, f_{\mu})$ . $(9.2)$ において、 $I_{M}^{M}(\gamma, \phi_{M}^{M}(\overline{h}_{P}))\wedge$ は本質的に軌道積分であるから、あとは
$I_{M}^{G}(\gamma, f_{\mu})$ を計算すればよい。 [$AO$ , Th 9.1] の簡単な変形により、 $\gamma$ が $M(\mathbb{R})$ の $\mathfrak{U}_{M}$ を除
いてコンパクトな Cartan 部分群 $T_{G}(\mathbb{R})$ の正則半単純元の時には

(9.3) $I_{M}( \gamma, f_{\mu})=\frac{(-1)^{\dim a_{M}^{G}}}{meas(T_{G}(\mathbb{R})/\mathfrak{U}_{M})}$

$\sum_{\pi\in\Pi_{disc}(G(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}}|D(\gamma)|_{\infty}^{1/2}_{\pi}(\gamma)tr\overline{\pi}(f_{\mu})$

が成り立っている。ここで $\Pi_{disc}(G(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}$ は $\mathfrak{U}_{G}$ への制限が $\xi_{\mu}^{-1}$ であるような $G(\mathbb{R})$ の

既約離散系列表現の同型類の集合である。これを $M(\mathbb{Q})$ の=般の元に拡げたい。
まず $G_{\infty}$ の inner form $\overline{G}$ で $\mathfrak{U}_{\overline{G}}=\mathfrak{U}_{G}$ を除いてコンパクトであるものを取る。56.1で

述べた Langlands 分類において $\Phi(G_{\infty})=\Phi(\overline{G}_{\infty})$ であり、 $\Pi_{disc}(G(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}$ 内の $L$ パケッ

トは $\overline{G}(\mathbb{R})$ の既約表現たちでパラメタライズされる。

$\Pi_{disc}(G(\mathbb{R}))=$ $\square$ $\Pi_{disc}(\tau)$ .
$\tau\in\Pi(\overline{G}(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}$

そこでこのパケット $\Pi_{disc}(\tau)$ に対する stable 指標を

$SI_{M}( \Pi_{disc}(\tau), \gamma):=(-1)^{q(G)}|D_{M}^{G}(\gamma)|_{\infty}^{1/2}\sum_{\pi\in\Pi_{disc}(\tau)}\Theta_{\pi}(\gamma)$
, $\gamma\in G(\mathbb{R})_{reg}$

と定める。 Euler-Poincar\’e 函数 $f_{\mu}$ は stable $cuspidal_{\text{、}}$ 即ち Fourier 変換

$\Pi_{temp}(G(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}\ni\pi\mapsto tr\pi(f_{\mu})\in \mathbb{C}$

は $\Pi_{disc}(G(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}$ の外で消えていて、 しかも各 $\Pi_{disc}(\tau)$ の上で定数函数になっている。
よって (9.3) は

(9.4) $I_{M}( \gamma, f_{\mu})=\frac{(-1)^{\dim a_{M}^{G}}|D^{M}(\gamma)|_{\infty}^{1/2}}{meas(M_{\gamma}(\mathbb{R})/\mathfrak{U}_{M})}$

$\sum_{\tau\in\Pi(\overline{G}(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}}SI_{M}(\Pi_{disc}(\tau), \gamma)tr\tau(\sim\overline{f}_{\mu})$

となる。ただし、 $\gamma$ は正則半単純ゆえ $hI_{\gamma}=T_{G}$ であり、 $tr\tau(\sim\overline{f}_{\mu}):=(-1)^{q(G)}tr\overline{\pi}(f_{\mu}),$ $\forall\pi\in$

$\Pi_{disc}(\tau)$ と書いた。この記法はこれが Shelstad [She, \S 3] によって得られた $f_{\mu}\in \mathcal{H}(G(\mathbb{R}))$
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の $\overline{G}(\mathbb{R})$ への transfer $\overline{f}_{\mu}\in \mathcal{H}(\overline{G}(\mathbb{R}))$ に対する $tr\overline{\tau}$ の値であることを意味している。一般
の $\gamma\in M(\mathbb{Q})$ に対する式はこの (9.4) の自然な拡張になっている。すなわち、

$I_{M}( \gamma, f_{\mu})=\frac{(-1)^{\dim a_{M}^{G}}|D^{M}(\gamma)|_{\infty}^{1/2}}{meas(\overline{M}_{\gamma}(\mathbb{R})/\mathfrak{U}_{M_{\gamma}})}(-1)^{q(M_{\gamma})}|\frac{W(M_{\gamma},T_{M_{\gamma}})}{W(M_{\gamma}(\mathbb{R}),T_{M_{\gamma}}(\mathbb{R}))}|$

(9.5)
$\cross\sum_{\tau\in\Pi(\overline{G}(R))_{\xi_{\mu}^{-1}}}SI_{M}(\Pi_{disc}(\tau), \gamma)tr\overline{\tau}(\overline{f}_{\mu})$

が成り立つ。ただし、 $SI_{M}(\Pi dis\mathbb{C}(\tau), \gamma)$ は $T_{M}(\mathbb{R})_{reg}$ 上の函数だったものを $T_{M}(\mathbb{R})$ 全体の
上の $W(M, T_{M})$ 不変な連続函数に延ばし、それを $M(\mathbb{R})$ 共役で不変になるように $M(\mathbb{R})$

全体に延ばしたものである。特に $\gamma$ が半単純でなければこれは $0$ である。

9.4. Lefschetz 数と離散系列表現の stable 重複度. 以上をまとめれば次が得られる。

定理 9.2 ([A13] Th 6.1). $h\in \mathcal{H}(G(Af)\text{〃}K)$ に対して

$\mathcal{L}(\mu, h)=\sum_{M\in \mathcal{L}}(-1)^{\dim a_{M}^{G}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\{\gamma\}\in D^{M}(M)}\frac{\chi(M_{\gamma})}{\iota^{M}(\gamma)}SI_{M}(\Pi_{disc}(\tilde{\mu}), \gamma)O_{\gamma}^{M}(\overline{h}_{P})$

が成り立つ。ただし、 $H(\mathbb{R})$ が離散系列表現を持つような $\mathbb{Q}$ 上の簡約群 $H$ に対して

$\chi(H):=\frac{(-1)^{q(H)}}{meas(\overline{H}_{\gamma}(\mathbb{R})/\mathfrak{U}_{H})}|\frac{W(H,T_{H})}{W(H(\mathbb{R}),T_{H}(\mathbb{R}))}|meas(H(\mathbb{Q})\mathfrak{U}_{H}\backslash H(A))$

とした。 また $P$ を $P(M)$ の任意の元として

$O_{\gamma}^{M}( \overline{h}_{P}):=\int_{M_{\gamma}(A_{f})\backslash M(A_{f})}\overline{h}_{P}(m^{-1}\gamma m)dm$

は $\overline{h}_{P}$ の $\gamma$ での軌道積分である。

証明. 前節の結果を考慮すれば、 (9.2) において
(1) $\gamma$ が半単純なことから $(M, S)$ 同値類 $\gamma\in(M(\mathbb{Q}))_{M,S}$ についての和は、単純に半単
純共役類 $\{\gamma\}\in D^{M}(M)$ についての和。

(2) $\gamma$ は $G_{\infty}$ で楕円的、 よって $G$ で楕円的なもののみを走るから、定理 4.4が使えて

$a^{M}(S, \gamma)=\frac{meas(M_{\gamma}(\mathbb{Q})\mathfrak{U}_{M_{\gamma}}\backslash M_{\gamma}(A))}{\iota^{M}(\gamma)}$ .

(3) (9.5) に $f_{\mu}$ の定義を用いて

$I_{M}( \gamma, f_{\mu})=\frac{(-1)^{\dim\alpha_{M}^{G}}|D^{M}(\gamma)|_{\infty}^{1/2}}{meas(\overline{M}_{\gamma}(\mathbb{R})/\mathfrak{U}_{M_{\gamma}})}(-1)^{q(M_{\gamma})}|\frac{W(M_{\gamma},T_{M_{\gamma}})}{W(M_{\gamma}(\mathbb{R}),T_{M_{\gamma}}(\mathbb{R}))}|SI_{M}(\Pi_{disc}(\overline{\mu}), \gamma)$.

(4)
$I_{M}^{M}(\gamma, \phi_{M}^{M}(\overline{h}_{P}))=|D^{M}(\gamma)|_{A}^{1/2}O_{\gamma}^{M}(\overline{h}_{P})\wedge,\cdot$

が成り立つ。これらを代入して $\gamma\in M(\mathbb{Q})$ に対するイデールノルムの積公式 $|D_{M}(\gamma)|_{A}=1$

を使えば、表記の結果を得る。 口

なお $\chi(H)$ の定義は上で $\mu=1_{G},$ $h$ を $\mathcal{H}(G(A_{f})//K)$ の単位元にした場合、即ち $M_{K}$

の $L^{2}$-Euler 標数の式 ($K$ も十分小さく取っている)

$\chi(M_{K})=\sum_{M\in \mathcal{L}}(-1)^{\dim a_{M}^{G}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\chi(M)SI_{M}(\Pi_{disc}(1_{G}), 1)\overline{h}_{P}(1)$
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で $M=G$ の項が $\chi(G)/meas(K)$ であることによっている。
上の結果を得る際には $\Pi_{disc}(\mu)\sim$ の元の擬行列係数を使ってテスト函数 $f_{\mu}$ を構成した

が、擬行列係数の定義は Fourier 変換の $\Pi_{temp}(G(\mathbb{R}))$ での値のみをコントロールしてい
ることに注意する。即ちテスト函数の構成が $\Pi_{disc}(\mu)\sim$ を経由しているだけで、得られた
結果には $H(g_{\infty}(\mathbb{C}), K_{\infty}’; \pi_{\infty}\otimes\mu)\neq 0$ となる全ての既約ユニタリ表現 $\pi_{\infty}$ の寄与が含ま
れている。

$\sum_{\pi\in D(G(A))_{\xi_{\mu}^{-1}}}m_{disc}(\pi)\chi_{\mu}(\pi_{\infty})tr\pi_{f}(h)$

.

しかし $\mu$ の最高ウェイトが正則ならば、そのような $\pi_{\infty}$ は $\Pi_{disc}(\mu)\sim$ の元のみであり $\chi(\pi_{\infty})=$

$(-1)^{q(G)}$ であったから、 (9.1) と定理 92から次を得る。

系 9.3 (離散系列表現の stable 重複度). $m_{disc}(\pi_{\infty}, K)$ を $\pi_{\infty}$ の $\oplus_{i=1}^{h}L^{2}(\Gamma_{i}\backslash G(\mathbb{R}))_{\xi_{\mu}^{-1}}$ で

の $\pi_{\infty}\in\Pi_{disc}(\overline{\mu})$ の重複度とする。 $\mu$ の最高ウェイトが正則の時、

$\sum$ $m_{disc}(\pi_{\infty}, K)$

$\pi\infty\in\Pi_{di\epsilon c}(\tilde{\mu})$

$=(-1)^{q(G)} \sum_{M\in \mathcal{L}}(-1)^{\dim a_{M}^{G}}\frac{|W^{M}|}{|W|}\sum_{\gamma\in D^{M}(M)}\frac{\chi(M_{\gamma})}{|\iota^{M}(\gamma)|}SI_{M}(\Pi_{disc}(\tilde{\mu}),\gamma)O_{\gamma}^{M}(\overline{(1_{K})}_{P})$

である。ただし、 $1_{K}$ は $\mathcal{H}(G(Af)//K)$ の単位元である。
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