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約 1 $0$ 年ほど前に Jacobi 多項式

$P_{n}^{(\alpha,\beta)}(z)=_{2}F_{1}[-n,$ $\alpha+\beta+n+1\alpha+1’\frac{1-z}{2}]$
.

の新しい積分表示式が青本和彦先生により見いだされました. $\Phi(x)$ を Selberg
積分の被積分函数

$\Phi(x)=\prod_{1\leq i\leq n}x_{i}^{\alpha-1}(1-x_{i})^{\beta-1}\prod_{1\leq 1<j\leq n}|x_{i}-x_{j}|^{2\gamma}$

としたとき, $z$ についての函数

$\int_{0}^{1}\cdots\int_{0}^{1}\prod_{1\leq i\leq n}(x_{i}-z)\Phi(x)dx_{1}\cdots dx_{n}$ (1)

が, 定数倍を除いて
$P_{n^{\gamma}}^{(^{\alpha}-1_{\gamma}^{E}-1)_{(z)}}$’

となるというものです. $\gamma=1$ の場合は直交多項式の=般論に現れるもので
あり古くから知られているものですが, それを必ずしも $\gamma=1$ でない場合に

拡張したというのが大事な点です.
ちなみに

$\int_{0}^{1}\cdots\int_{0}^{1}\Phi(x)dx_{1}\cdots dx_{n}=\prod_{j=0}^{n-1}\frac{\Gamma(1+\gamma(1+j))\Gamma(\alpha+j\gamma)\Gamma(\beta+j\gamma)}{\Gamma(1+\gamma)\Gamma(\alpha+\beta+(n+j-1)\gamma)}$

が Selberg積分でした.
この公式 (1) における差積 $\prod_{i=1}^{n}$ (xi-z) を $\prod_{1\leq i\leq n}\prod_{1\leq j\leq m}(x_{i}-z_{j})$ に

取り替えると, 積分によって得られるものは勿論 $m$ 変数 $z=(z_{1}, \ldots, z_{m})$ に

関する多項式ですが, それがどのようなものになるかという問いに答えたの
が金子譲ーさんです. それによると, 1955年の Herz に始まり, Constantine,
James, Muirhead, Gross, Richards, Kora\’any, Faraut そして Macdonald によ

$-104-$

表現論シンポジウム講演集, 1998
pp.104-110



り調べられた matrix argument の超幾何函数 $2F_{1}$ というもので表されるとい

うのです. さらに, 同じころ金子さんとは独立に, Beerends-Opdam によっ
て, この matrix argument の $2F_{1}$ が, Hecklnall-Opdam の定義したルート系
に付随した Jacobi 多項式でルート系を $BC_{m}^{Y}$. とし, さらに多項式をパラメト
ライズするヤング図形を長方形にとったもの他ならないことが明らかにされ

ました. ですから, これらをあわせると, 金子さんの考察した積分は $BC_{m}$

型の Jacobi 多項式でヤング図形が $(n^{m})$ であるものの積分表示を与えている

ということになります. これらは 199 $0$ 年を少し過ぎた頃の進展でした.
さて, =変数の場合に戻ります. Jacobi 多項式は適当な特殊化などによ
り,Gegenbauer, Laguerre, Hermite などさまざまな直交多項式を含みますし,
表現論的な意味合いなどもかなりよく分かっており, どのような点からも, もっ

とも基本的な直交多項式といえるものでしょう. しかし, 一方で Jacobi 多項
式を特殊な物としてして含む直交多項式が幾つか見つかっており, Continuous
Hahn 多項式, Continuous dual Hahn 多項式, Wilson多項式などがそれです.
これらさまざまな直交多項式のいわば相関図は 198 $0$ 年頃 Askey によりま
とめられていて, それは Askey scheme などと呼ばれています. Continnons
Hahn 多項式, Continuous dual Hahn 多項式, Wilson多項式などはほとんど
の方が馴染みのないどころか名前も初めてでしょうから, =つだけ, Wilson
多項式 $W_{n}$ をお目にかけましょう. それは,

$4\Gamma_{3}\prec[a_{1},a_{2},a_{3},a_{4}b_{1},b_{2},b_{3}$ ; $z]= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{(a_{1})_{n}(a_{2})_{n}(a_{3})_{n}(a_{4})_{n}z^{n}}{(b_{1})_{n}(b_{2})_{n}(b_{3})_{\mathfrak{n}}.n_{J}!}$ .

を =般超幾何級数として

$W_{n}$ $(z^{2} ; a, b, c, d)=(a+b)_{n}(a+c)_{n}(a+d)_{n}$

$\cross_{4}F_{3}[-n,$ $n+a+l)+,c+d-1,$
$a+iz,$

$a-a+l)a+c,$$a+d$,

$iz$

; $1]$ ,

で与えられます. ただし, $i=\sqrt{-1}$ は imaginary unit で, $(a)_{n}$ は rising
factorial $\prod_{0\leq.)}.\leq n-1(a+$のです. 直交関係は

$. \int_{0}^{\infty}W_{n}.(t^{2})W_{m}(t^{2})|\frac{\Gamma(a+it)\Gamma(b+it)\Gamma(c+it)\Gamma(d+it)}{\Gamma(’2it)}|^{2}dt=0$ , $m\neq n$

で与えられます. この多項式は古典的 $(q=1)$ な直交多項式に関する Askey
scherne において, 最上部に位置する親玉のようなものです.
それではこれらの多項式に関して, 先ほどの公式 (1) の対応物は得られない

ものでしょうか. 実は, 答えは肯定的であることがわかりました. Continuous
Ha,$hn$ 多項式, Colltinuous dual Hahn 多項式, Wilson 多項式などすべてが
旨くいっています. これらの証明法はどれも差分方程式を用いるものでした.
これらがはっきりしたのは半年ほど前のことですが, こうなると金子さんが
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やったような多変数の場合に拡張したくなります. 実際, さまざまな経験か

ら予想式は直ちに立ちます.
例えば $\Phi^{W}(x)$ を

$\Phi^{W}(x)=\prod_{1\leq k\leq n^{\frac{\prod_{1<\cdot<4}\Gamma(a..+x_{k})\Gamma(a_{\epsilon}-x_{k})}{\Gamma(2x_{k})\Gamma(-2x_{k})}}}$

$\cross\prod_{1\leq k<\downarrow\leq n}\prod_{\epsilon_{k},\epsilon\iota=\pm\iota^{\frac{\Gamma(\lambda+\epsilon_{k}x_{k}+\epsilon_{l}x_{l})}{\Gamma(\epsilon_{k}x_{k}+\epsilon_{l}x_{|}))}}}.\cdot.\cdot$

としたとき

$\int_{0}^{\infty}’..\ldots\int_{0}^{i\infty}\prod_{1\leq i\leq n}\prod_{1\leq.;\leq m}(x_{i}^{2}-z_{j}^{2})\Phi^{W}(x)dx_{1}\cdots dx_{l}$,

は van diejenが数年前に定義した多変数Wilson多項式でヤング図形 $(n^{n\iota})$ に

よりパラメトライズされているものになるであろうという予想などです. 特
に一変数 $m=1$ の場合が

$4F_{3}[-n,$ $\frac{a_{1}+a_{2},+a_{3}+}{\frac{o_{1},\not\subset_{a_{2}}}{\lambda}},’,-\frac{a_{1}+a_{3}a_{4+n}}{\lambda}\frac{a_{1}1,\frac{a_{1}-z}{+0_{4},\lambda\lambda}}{},,$

$\frac{a_{1}+z}{\lambda}$

; $1]$

という Wilson 多項式です. しかし, 予想こそ立てども, どうにも証明出来ま
せんでした. 2変数で且つヤング図形の箱が少ない場合ですら, 差分方程式
を満たすことが示せません.
そこで, 少し気分を変えて $q$ の場合にどうか試してみました. まず, 手の

着けやすい little $q$-Jacobi 多項式の場合は, 何年か前に計算してあって, 肯
定的に解けることが分かっていましたし, Askey-scheme を $q$ の場合も込めて

考えると, Wilson 多項式のもう一つ上に Askey-Wilson 多項式が究極の直交
多項式として鎮座していることが知られていますので, この場合にどうなる
かが, 大事な問題です. 結論を述べると, こ $U$)場合も, 肯定的でした. そし
て, $q=1$ の場合と同様に多変数化の予想もすぐに立ちますが, これまた同
様に, いやそれ以上に証明することは困難であることがわかりました. とま

れ予想式は次の通りです.

まず, $0<q<1$ のもとで

$\Phi^{(+)}(x)=\prod_{\iota\leq k\leq n}\frac{(x_{k}^{2},q)_{\infty}}{(0,x_{k},,bx_{k},cx_{k},dx_{k},q)_{\infty}}..\prod_{1\leq k<\downarrow\leq n}\frac{(x_{k}/x_{l},x_{k}x_{l}\cdot q)_{\infty}}{(tx_{k}/x\downarrow,tx_{k}x_{l}\cdot q)_{\infty}},$

,

とひとまずおき, これにより

$\Phi(x)=\Phi^{(+)}(x)\Phi^{(+)}(x^{-1})$

とします. このとき

$\int_{T^{n}}\prod_{1\leq i\leq n}\prod_{1\leq j\leq m}(x_{i}+x_{i}^{-1}-z_{j}-z_{j}^{-1})\Phi(x)\frac{dx_{1}\cdots dx_{n}}{x_{1}\cdots x_{n}}$
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が Koornwinder の定義した多変数Askey-Wilson 多項式 ( $BC_{nt}^{Y}$ 型Macdonald
多項式の=般化で, Macdonald-Koornwinder 多項式とも呼ばれる) のヤング

図形 $(n^{n?})$ によりパラメトライズされているものであろうという予想です. –

変数 $nx=1$ の場合に得られるのは

$4\varphi 3[t^{-n},$

$t^{\mathfrak{l}-1}’.a,bcd,$
$az,$

$az^{-1}ab,0,c,$
$ad$

; $t,$ $t]$

です.
ここで, いつもの記号

$(a;q)_{n}=(1-a)(1-aq)\cdots(1-aq^{n-1})$ $(n=0,1,2, \ldots)$ ,

$(_{CI_{1}}, \cdot q)_{\infty}=1i\ln(a;q)_{n}=\prod_{i=0}^{\infty}(1narrow\infty-aq^{i})$ ,

$(a_{1}, \ldots, a_{m}.;q)_{n}=(a_{1} ; q)_{n}\cdots(a_{m_{1}}.\cdot q)_{n}$ ,

$(a_{1}, . . . , 0_{nt}, ; q)_{\infty}=(a_{1_{1}}.q)_{\infty}\cdots(a_{m_{1}}. q)_{\infty}$

や

$4\varphi s[a_{1},a_{2},a_{3},a_{4}b_{1},b_{2},b_{3}$ ; $q,$
$z]= \sum_{\mathfrak{n}.=0}^{\infty}\frac{(a_{1},a_{2},a_{3},a_{4_{1}}q)_{n}}{(b_{1},b_{2},bs,q_{1}q)_{n}}.\cdot z^{n}$ .

を用いています. 積分領域 $T^{n}$ は=般には複雑ですが, パラメータ $t$ を $q$ の

正整数乗の場合に限れば簡単で, 変数ごとに単位円周上を正の方向に回るこ

とで与えられます.
さて, ここで注意すべき点は, 被積分函数はいわゆる q-類似の式であって

も, 積分して出てくる函数はか類似の式だということです. 逆に, 出来上が

りの函数を $q$-類似の式にしたいのならば, 被積分函数をか類似の式にしなく

てはなりません. $t$ と $\lambda$ が対応していることに注意すれば, $q=1$ の場合にも

同様な構造があったことに気がつきます.

このような現象の背後に何らかの双対性を期待するのは自然です. 実際,

$A_{n-1}$ 型の Macdonald 多項式 $P_{\lambda}(z:q, t)$ の間には

$\sum_{\lambda}P_{\lambda}(x:q, t)P_{\lambda’}(y:t, q)=\prod_{1\leq i\leq n}\prod_{1\leq j\leq m}(1+x_{i^{T}/j})$
(2)

という関係式が知られています. $q=1$ の場合なら Jack 多項式 $P_{\lambda}(z:1/\alpha)$

に対して

$\sum_{\lambda}P_{\lambda}(x : \alpha)P_{\lambda’}(y : 1/\alpha)=\prod_{1\leq i\leq n}\prod_{1\leq j\leq m}(1+x_{iJj}\tau)$

です. ここで $\lambda’$ はヤング図形 $\lambda$ を対角線でひつくり返して得られるヤング図

形です.
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しかし, これは=変数の場合で言えば, Gegenbauer多項式 (Jacobi で $\alpha=\beta$

としたもの) に対応するものですから, Jacobi 多項式や Continuous Hahn,
$Continuo\iota\iota s$ dual Hahn, Wilson,... そして Askey-Wilson といった多項 $X_{x}$達の

双対性には遠く及ぶことが出来ません.
そこで, 改めて問題を立て直してみることにします. つまり, 双対性の式

(2) の対応物を Jacobi 多項式や Continuous Hahn,... そして $Askey- Wi1_{SO11}$

といった多項式達にも通用するように構成できるかということです. 究極の
形でいうならば Macdonald-Koornwinder 多項式に関して (2) の対応物が
構成できるかが問題です. そして, その答えが次の定理です.

Theorem $P_{\lambda}(x : a, b, c, d : q, t)d$ : moni $c$
$f.p$ Macdonald-Koornwinder

多項式とすると

$\prod$ $\prod(x_{i}+x_{i}^{-1}-\tau Jj-\tau J_{j}^{-1})$

$1\leq i\leq n1\leq j\leq m$

$= \sum_{\lambda\subseteq(n^{m})}(-1)^{|\mu|}P_{\lambda}(x : a, f_{JC},, d : q, t)P_{X},(x : 0,, b, c, d : t, q)$

が成立する. ただし, $\mu=(m-\lambda_{n}’, m-\lambda_{n-1}’, \ldots, nx-\lambda_{1}’)$ とする.

これが, 双対性のからくりだったのです. そして, この公式から出発すれ
ば, 次のような積分表示も簡単に得られます.

$P_{\lambda}(z:a, b, c, d:t, q)=consC$ .

$\int_{T^{n}}1\leq j\leq n\iota\prod_{1\leq i\leq n}.(x_{i}+x_{i}^{-1}-z_{j}-z_{j}^{-1})P_{\mathfrak{l}^{4}}(x : a, b, c, d:q, t)\Phi(x)\frac{dx_{1}}{x_{1}}\cdots\frac{dx_{n}}{x_{n}}$

ここで特に $\lambda=(n^{m})$ とすると $P_{l^{A}}(x)=1$ なので

$P_{(n^{m})}(z : a, b, c, d:t, q)$

$=$ cons.t. $\int_{T^{n}}\prod_{1\leq i\leq n}\prod_{1\leq j\leq m}(x_{i}+x_{i}^{-1}-z_{j}-z_{j}^{-1})\Phi(x)\frac{dx_{1}}{x_{1}}\cdots\frac{dx_{n}}{x_{n}}$

.

が得られますが, これは, もともと証明しようとしていた積分表示式です.
この他にも, 適当な特殊化を行えば, $A_{n-1},$ $B_{n},$ $C_{n.)}^{Y}D_{n}$ 及び $BC_{n}$ 型の

Macdonald 多項式が満たす等式になり, $q=1$ の場合を考えれば Heckman-
Opdam の Jacobi 多項式などにももちろん通用します. 多変数 Wilson 等も
またしかりです. ここまで来てやっと, もともとの青本先生や金子さんの積
分表示式のからくりがはっきりしてきた気になりました.
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