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Introduction. 昨年の表現論シンポジウムでは Lie 環 $\mathfrak{g}t_{n}$ における Newton 型の関係式に
ついて述べた. 本講演では, 直交 Lie 環 $0_{n}$ においても同様の結果が得られたことを報告する.

直交 Lie 環 $0_{n}$ の普遍包絡環 $U(0_{n})$ に対し, Lie 群 $O_{n}$ の adjoint 作用で不変な元のなす部分

環 $U(0_{n})^{O_{\mathfrak{n}}}$ を考える. この $U(0_{n})^{O_{n}}$ の生成系として行列式とトレ一 $\lambda$で表される二種類の

ものが知られている. 本講演の主結果はこれらの間の具体的な関係式である. この関係式は
$\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ のときと同様に対称式に関する Newton の公式に類似したものとなっている.

以下, 固定された標数 $0$ 団体 $K$ の上で議論を行う. 直交 Lie 環 $0_{n}$ を $n$ 次の交代行列全体

のなす Lie 環として実現する. その生成系 $Aij\in 0_{n}$ を行列単位 $E_{ij}\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ を用いて $A_{ij}=$

$E_{ij}-E_{ji}$ と定め, これらを要素とする交代行列 $A=(A_{ij})_{1\leq i,j\leq n}\in Mat(n, U(0_{n}))$ を考え

る. また $I\subseteq\{1,2, \ldots, n\}$ に対し, 小行列 $A_{I}=(A_{ij})_{i,j\in I}$ を考える. 小行列式の和

(1)
$C_{2k}= \sum_{|I|=2k}\det(A_{I}+diag(k, k-1, \ldots, -k+1))$

は普遍包絡環 $U(0_{n})$ の中心 ZU $(0_{n})$ に属していることが知られている [HU]. より正確には
$U(0_{n})^{O_{n}}$ の元であり, $\{C_{2k}|0\leq 2k\leq n\}$ が $U(0_{n})^{O_{n}}$ を生成している. この $C_{2k}$ は $\mathfrak{g}t_{n}$

の普遍包絡環の中心元として有名な Capelli elements [Ca] の定義に非常に似ていることに
注意する. また [IU] により $C_{2k}$ は Pfaffian を用いて次のように書けることが分かっている:

(2)
$C_{2k}= \sum_{|I|=2k}Pf(A_{I})^{2}$

.

ただし, 非可換な要素の行列の行列式, Pfaffian は次のように定義する: $n$次の正方行列 $\Phi=$

$(\Phi_{ij})_{1\leq i,j\leq n},$ $2m$ 次の交代行列 $\Psi=(\Psi_{ij})_{1\leq i,j\leq 2m}$ に対し

(3)
$\det(\Phi)=\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{\mathfrak{n}}}sign(\sigma)\Phi_{\sigma(1)1}\Phi_{\sigma(2)2}\cdot$

. . $\Phi_{\sigma(n)n}$ ,

(4) $Pf(\Psi)=\frac{1}{2^{m}m!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{2m}}sign(\sigma)\Psi_{\sigma(1)\sigma(2)}\Psi_{\sigma\langle 3)\sigma(4)}\cdots\Psi_{\sigma(2m-1)\sigma(2m)}$ .
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(この (3) で定義された行列式はしばしば column-determinant と呼ばれる.)
また $A$ の幕のトレース

(5)
$tr(A^{r})=\sum_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{f}}A_{i_{1}i_{2}}A_{i_{2}i_{\theta}}\cdots A_{i_{f}i_{1}}$

がやはり $U(0_{n})^{O_{\tau}}$‘に属する [Ge]. さらに $\{tr(A^{r})|0\leq r\leq n\}$ が $U(0_{n})^{O_{n}}$ を生成すること

が知られている.

本講演の第 $-$の主結果はこの $U(0_{n})^{O_{n}}$ の二つの生成系の関係を表す次の関係式である.

Theorem A. (Newton’s formula for $0_{n}$ ) 次の ZU $(0_{n})-$ 係数形式的幕級数の等式が成

立する:

$\frac{N(\lambda)}{D(\lambda)}=\sum_{r=0}^{\infty}\lambda^{-1-r}$ tr $((A-( \frac{n}{2}-1)I)^{r})$ .

ただし $D(\lambda),$ $N(\lambda)$ は次のように定める $C_{2k}$ の線型和である: $n=2m$ のとき

(6) $D( \lambda)=\sum_{k=0}^{m}C_{2m-2k}\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k}}$ , $N( \lambda)=\sum_{k=0}^{m-1}(2k+2)C_{2m-2k-2}\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k+1}}$ ,

$n=2m+1$ のとき

$D( \lambda)=\sum_{k=0}^{m}C_{2m-2k}(\lambda-1/2)^{\overline{k+1}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$ ,

(7)

$N( \lambda)=\sum_{k=0}^{m}(2k+1)C_{2m-2k}(\lambda-1/2)^{\overline{k}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$.

ここで $\lambda^{\overline{k}}=\lambda(\lambda+1)\cdots(\lambda+k-1)$ , $\lambda^{\underline{k}}=\lambda(\lambda-1)\cdots(\lambda-k+1)$ としている.

行列 $A$ を可換な要素からなる行列に置き換えてみると, ここで考えている二つの生成系は

それぞれ行列の固有値の基本対称式, 幕和対称式に対応する. したがってこれらの関係は古典

的には Newton の公式として知られているものである. 実際に Theorem A は Newton の公
式に相当する形をしている. 正確には対数微分で表された形のものに対応しており, その意味

で [U2] で構成された $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ における Newton の公式の延長上にある. 左辺の分子は分母に対し

て, 古典的な Newton の公式では $\lambda$ による微分, $\mathfrak{g}t_{n}$ における Newton の公式では後退差分を
とったものになっていた. この Theorem A においても分子 $N(\lambda)$ は分母 $D(\lambda)$ の微分, 差分

に近い形をしているが, 正確にはそのどちらでもない.

Lie 環 $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ においては, Cayley-Hamilton の定理の類似が成立した [U2]. 直交 Lie環にお

いてもやはり同様の結果が成立する. すなわち Theorem A の等式の左辺の分母 $D(\lambda)$ に

$A-(n/2-1)I$ を代入すると $0$ に等しくなる:
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Theorem B. (The Cayley-Hamilton theorem for $0_{n}$ ) $Mat(n, U(0_{n}))$ において次

の等式が成立する:

$D(A-( \frac{n}{2}-1)I)=0$ .

これらの結果から $D(\lambda)$ は行列 $A$ の “固有多項式” であると考えることができる.

以上の関係式はー般の非退化な対称二次形式で実現される直交 Lie 環にも拡張される (\S 5).

実際, 行列 $A$ やその “固有多項式”D $(\lambda)$ に相当する $F,$ $D_{F}(\lambda)$ が自然に定義でき, これらの

間に Theorem $A,$ $B$ の等式がそのまま成立する.

Theorem $A,$ $B$ の証明は基本的には $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ における Newton の公式の証明 $([U2])$ と同じ方

針で行われる. すなわち $D(\lambda)$ に対し次の関係を満たす “余因子行列” $\Delta(\lambda)$ を構成すること

が主たる目標となる:

$\Delta(\lambda)(A-(\frac{n}{2}-1)I-\lambda I)=D(\lambda)I$.

この関係式の Corollary として上記の Theorem $A,$ $B$ が得られる (\S 4).

この余因子行列のまた一つの応用例として, 直交 Lie 環の split した実現における “固有多

項式” $D_{F}(\lambda)$ の Harish-Chandra homomorphism による像の計算がある (\S 6). この結果は

Twisted Yangian の理論に現れる Sklyanin determinant と呼ばれる元の Harish-Chandra
homomorphism による像 $([M])$ に=致しており, これから $D_{F}(\lambda)$ が Sklyanin determinant
と等しいことが分かる. このことは偶数次の直交 Lie 環で $\lambda=0$ のときは [IU] で確かめられ

ていたが, =般の場合については分かっていなかった.

$D(\lambda)$ の余因子行列の構成は, \S 2で説明する Pfaffian $Pf(A)$ の余因子を利用して行う. こ

の計算は [IU] の結果から得られる $D(\lambda)$ の表示式 (19), (20) に基づいている. [IU] では行列
式および Pfaffian を外積代数の元を変数とする母函数で表示して計算を行っているが, 本稿
でもこの表示を利用して計算を進める.

1. Expression of determinants and Pfaffians with the exterior algebra. 行列
式および Pfaffian の外積代数を用いた表示を説明しよう. この表示は非可換な要素からなる

行列に対しても有効であり, これから行列式, Pfaffian の幾つかの基本的な性質が自然に導か
れる. 節節以降ではこの表示を利用して $Pf(A)$ や $D(\lambda)$ の余因子の構成を行う.

$e_{1}$ , . . . , $e_{n},$ $e_{1}’,$

$\ldots,$
$e_{n}’$ を反可換な変数, $\Lambda_{2n}$ をこれらから生成される外積代数とする. 結

合的代数 $A$ に対し, その元を要素とする $n\cross n$行列 $\Phi=(\Phi_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ を考える. 以下, 外積
代数 $\Lambda_{2n}$ と代数 $A$ のテンソル積環 $\Lambda_{2n}\otimes A$ で計算を行う.

1.1. $\Phi$ が $2m$ 次の交代行列のとき Pfaffian $Pf(\Phi)$ は $\theta$

。 $= \frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}e_{j}\Phi_{ij}$ という元を

用いて, 次のように表される :

(8) $\theta_{\Phi}^{m}=m!e_{1}\cdots e_{n}Pf(\Phi)$ .
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また式 (3) で定義した行列式 (column-determinant) は $\eta_{j}=\sum_{i=1}^{n}e_{i}\Phi_{ij}$ という元を用いて

(9) $\eta_{1}\eta_{2}\cdots\eta_{n}=e_{1}\cdots e_{n}\det(\Phi)$

と書くことができる.

この column-determinant とは別に, Pfaffian の定義を参考にして次のような “対称化さ

れた行列式” とでも呼ぶべきものを導入する:

(10) $Det(\Phi)=\frac{1}{n!}(\sigma,\sigma’)\in \mathfrak{S}_{n}\cross \mathfrak{S}_{n}\sum sign(\sigma)sign(\sigma’)\Phi_{\sigma(1)\sigma’(1)}\Phi_{\sigma(2)\sigma’(2)}\cdots\Phi_{\sigma(n)\sigma’(n)}$
.

さらに次のようにパラメータ $u_{1},$ $u_{2},$
$\ldots,$

$u_{n}$ を持つものを考える:

(11) $Det(\Phi;u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{n})$

$=\underline{1}$

$\sum$ sign $(\sigma)sign(\sigma’)\Phi_{\sigma(1)\sigma’(1)}(u_{1})\cdots\Phi_{\sigma(n)\sigma’(1)}(u_{n})$ .
$n!$

$(\sigma,\sigma’\rangle\in 6_{n}\cross \mathfrak{S}_{n}$

ただし $\Phi_{ij}(u)=\Phi_{ij}+\delta_{ij}u$ とする. これらは $--- \Phi=\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}e_{j}’\Phi_{ij}$ という元を用いて次の

ように表される:

(12) $---\Phi n=n!e_{1}e_{1}’$ . . . $e_{n}e_{n}’Det(\Phi)$ ,

(13) $(_{-\Phi}^{-}-+u_{1}\tau)(_{-\Phi}^{-}-+u_{2}\tau)\cdots(_{-\Phi}^{-}-+u_{n}\tau)=n!e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’Det(\Phi;u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{n})$.

特に $Det(\Phi;u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{n})$ はパラメータの順序によらない. $-- \Phi-=\sum_{j=1}^{n}\eta_{j}e_{j}’$ に注意す

ると, $\eta_{j}$ が互いに反可換であれば (代数 $A$ が可換であればこの条件は自動的に満たされる),

$\det(\Phi)$ と $Det(\Phi)$ は=致することが分かる.

Remark. 上記の Pfaffian および行列式 $Det$ の表示式 (8), (13) は, よりー般に次のよう

な subpfaffian および小行列式の関係式に書き直すことができる. まず, $\Phi$ が交代行列のとき

(14)
$\theta_{\Phi}^{k}=k!\sum_{|I|=2k}e_{i_{1}}\cdots e_{i_{2k}}$

. $Pf(\Phi_{I})$ .

ただし $I=\{i_{1}, \ldots, i_{2k}\}$ とする. また, $\Phi$ が一般の正方行列のとき

(15) $(_{-\Phi}^{-}-+u_{1}\tau)(_{-\Phi}^{-}-+u_{2}\tau)\cdots(_{-\Phi}^{-}-+u_{k}\tau)\tau^{n-k}$

$=k.!(n-k.)!e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’\sum_{|I|=k}Det(\Phi_{I;}u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{k})$
.
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1.2. 以下, 行列 $A$ について考察する. $\psi_{j}=\sum_{i=1}^{n}$ eiAりと置くと, これらは互いに反可換
ではないが, そのかわり次のような交換関係を持つ: $\psi_{j}(u)=\psi_{j}+ue_{j}$ に対し,

(16) $\psi_{i}(u+1)\psi_{j}(u)+\psi_{j}(u+1)\psi_{i}(u)=-\delta_{ij}\cdot 2\theta_{A}$.

これから column-determinant $‘ det$ ’と対称化された行列式 $‘ Det$ ’とを結ぶ次の等式が導かれ

る:

(17) $\det(A+diag(u, u-1, \ldots, u-n+1))=Det(A;u, u-1, \ldots,u-n+1)$ .

実際, $--A-+u \tau=\sum_{j=1}^{n}\psi_{j}(u)e_{j}’$ に注意すると, (16) を用いて

$(_{-A}^{-}-+u\tau)(_{-A}^{-}-+(u-1)\tau)\cdots(_{-A}^{-}-+(u-n+1)\tau)=n!\psi_{1}(u)e_{1}’\cdots\psi_{n}(u-n+1)e_{n}’$

という展開が得られ, これと (9), (13) から (17) が分かる. 特に $C_{2k}$ は

$C_{2k}= \sum_{|I|=2k}Det(A_{I;}k, k-1, \ldots, -k+1)$

と表される. また, $D(\lambda)$ は (15) に従って $---A$ で表し, ある種の二項定理を施すことにより,
次のような “$A$ の固有多項式らしい” 表示で書くことができる:

(18)

$D(\lambda)=\{$
$Det(\lambda I-A;m-1, m-2, \ldots,0,0, \ldots, -m+1)$ , $(n=2m)$ ,
$Det((\lambda-1/2)I-A;m, m-1, \ldots, 0,0, \ldots, -m+1)$ , $(n=2m+1)$ .

ここでドットは 1ずつ下降していく数列を表している.

最後に $D(\lambda),$ $N(\lambda)$ の $\theta=\theta_{4},$ $\theta’=\theta_{A}’=\frac{1}{2}\sum_{:,j=1}^{\mathfrak{n}}e_{i}’e_{j}’$Aりを用いた表示を述べる. これ
は Pfaffian による $C_{2k}$ の表示 (2) に基づくものである. \S 3ではこの表示を利用して $D(\lambda)$ の

余因子行列の構成を行う. $n=2m$ のとき

(19)

$e_{1}e_{1}^{j}\cdots e_{n}e_{n}’D(\lambda)=$

$\sum_{k=0,-}^{m},(-)^{m-k}\theta^{(m-k)(m-k)_{\tau^{(2k)}\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k}}}}\theta’$
,

$e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’N(\lambda)=\sum_{k=0}(-)^{m-k-1}(2k+2)\theta^{(m-k-1)(m-k-1)_{\mathcal{T}}(2k+2)}\theta’\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k+1}}$,

$n=2m+1$ のとき

(20)

$e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’D(\lambda)=\sum(-)^{m-k(m-k)(m-k)_{\mathcal{T}}(2k+1)}\theta\theta’(\lambda-1/2)^{\overline{k+1}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}m-1$ ,
$k=0$

$e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’N(\lambda)=\sum(-)^{m-k}(2k+1)\theta^{(m-k)(m-k)_{\mathcal{T}}\langle 2k+1)}\theta’(\lambda-1/2)^{\overline{k}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}m-1$.
$k=0$
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ただし記号 $x^{(k)}$ は $\frac{1}{k!}x^{k}$ を意味する.

Remarks. (a) $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ における Capelli element についても対称化された行列式による (17),

(18) と同様の表示が成立する [IU].

(b) 外積代数を用いた表示 (8), (12), (13) から $Det$ , Pf の次のような不変性が自然に導か

れる: $g,$ $g’\in Mat(n, K)$ に対し

$Det(g\Phi g’)=\det(g)\det(g’)Det(\Phi)$ ,

$Det(g\Phi g^{-1} ; u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{n})=Det(\Phi;u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{n})$ .

$\Phi$ が交代行列のときは

$Pf(^{t}g\Phi g)=\det(g)Pf(\Phi)$ .

これらの関係式は $\Phi$ の要素が非可換でも成立することに注意する. これを応用して $Pf(A)$ ,

$Det(A;u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{n})$ がそれぞれ Lie 群 $SO_{n},$ $O_{n}$ の adjoint 作用によって不変である (特

に普遍包絡環の中心元である) ことを確めることができる.

2. The cofactor for the Pfaffian $Pf(A)$ . “固有多項式”D(\mbox{\boldmath $\lambda$}) の余因子は $Pf(A)$ の余

因子を用いて構成される. そこで, まず $Pf(A)$ の余因子から説明する.

最初に古典的な設定における Pfaffian の余因子を復習しよう $([Hi])$ . $\Phi$ を可換な要素から

なる $2m$ 次交代行列とする. これに対し, 行列 $\Gamma_{\Phi}$ を

(21) $e_{1}\cdots e_{2m}(\Gamma_{\Phi})_{ij}=-e_{i}e_{j}\theta_{\Phi}^{(m-1)}$

で定める. ただし (F\Phi 渇は $\Gamma_{\Phi}$ の ( $i$ ,力成分である. Pfaffian の表示式 (8) を使って言い換え

ると, (F $\Phi$渇は行列 $\Phi$ から $i,$ $j$ 行 $i,j$ 列を取り除いた $2m-2$ 次の小行列の Pfaffian に適当

な符号を付けたものとなっている. この行列 $\Gamma_{\Phi}$ を $Pf(\Phi)$ の余因子行列と呼ぶ. 実際, $\Gamma_{\Phi}$ と

$\Phi$ の積は $Pf(\Phi)$ を対角成分に持つスカラー行列に一致する:

$\Gamma_{\Phi}\Phi=\Phi\Gamma_{\Phi}=Pf(\Phi)I$.

非可換な要素からなる行列 $A=(A_{ij})_{1\leq i,j\leq 2m}$ の Pfaffian $Pf(A)$ に対しても, 上と同様

に式 (21) で行列 $\Gamma_{A}$ を定めると次のような類似の関係が成り立つ:

Proposition 1. 次の関係式が成立する:

$\Gamma_{A}(A-(m-1)I)=(A-(m-1)I)\Gamma_{A}=Pf(A)I$.
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この関係は Pfaffian の表示式 (8) から, $\psi_{j}=\sum_{i=1}^{n}e_{i}A_{ij},$ $\psi_{j}(u)=\psi_{j}+ue_{j}$ を用いて

(22) $-\theta^{(m-1)}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)=\delta_{\alpha\beta}\theta^{(m)}$

と書き直すことができる.

Proof of Proposition 1. 等式 (22) を示せばよい. まず $\alpha=\beta$ の場合について確かめて

みる. $\theta$ と $e_{\alpha}\psi_{\alpha}(u)$ は互いに可換であることに注意して, $\theta^{m}=(\theta(\alpha)-e_{\alpha}\psi_{\alpha})^{m}$ の展開を考

える. ただし $\theta(\alpha)=\frac{1}{2}\sum_{i,j\neq\alpha}e_{i}e_{j}A_{ij}$ とする. $e_{\alpha}\psi_{\alpha}(u)$ =e $\alpha\psi$。に注意すると, $\theta_{(\alpha\rangle}^{m}=0$ で

$k\geq 2$ に対しては $(e_{\alpha}\psi_{\alpha})^{k}=0$ であるから, 目標の

$\theta^{m}=$

.
$(\theta_{(\alpha)}-e_{\alpha}\psi_{\alpha})^{m}=-m\cdot\theta_{(\alpha)}^{m-1}e_{\alpha}\psi_{\alpha}=-m\theta^{m-1}e_{\alpha}\psi_{\alpha}(-m+1)$

を得る.

次に $\alpha\neq\beta$ の場合を確かめる. 上と同様の計算で次を得る:

$\theta^{m-1}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)=(\theta_{(\alpha)}-e_{\alpha}\psi_{\alpha})^{m-1}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)$

$=\{\theta_{(cx)}^{m-1}-(m-1)\theta_{(\alpha)}^{m-2}e_{\alpha}\psi_{\alpha}\}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)$

$=\theta_{(\alpha)}^{m-1}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)-(m-1)\theta_{(\alpha)}^{m-2}e_{\alpha}\psi_{\alpha}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)$.

ここで右辺の第 1項は変数 $e_{\alpha}$ に着目すると $\theta_{(\alpha)}^{m-1}e_{\beta}e_{\alpha}\cdot(-m+1)=(-m+1)\theta^{m-1}e_{\beta}e_{\alpha}$ に

等しいことが分かる. -方, 第 2項は (16) より

$-(m-1)\theta_{\langle\alpha)}^{m-2}e_{\beta}e_{\alpha}\psi_{\alpha}(-m+2)\psi_{\alpha}(-m+1)$

$=(m-1)\theta_{(\alpha)}^{m-2}e_{\beta}e_{\alpha}\cdot\theta=(m-1)\theta^{m-1}e_{\beta}e_{\alpha}$

と –致する. よって, 第 1項と第 2項は互いに打ち消し合い, $\theta^{m-1}e_{\beta}\psi_{\alpha}(-m+1)=0$ を得

る. 以上で Proposition 1が示された. 口

3. The cofactor for $D(\lambda)$ . この節では, 前節の $Pf(A)$ の余因子を利用して “固有多項
式” $D(\lambda)$ の余因子を構成する. Introduction で述べたように, この余因子行列を利用して
Newton の公式や Cayley-Hamilton の定理を導くことができる (\S 4).

行列 $\Delta(\lambda)$ を次で定義する: $n=2m$ のとき

(23) $e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’(\Delta(\lambda))_{ij}=\sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k}\theta^{(m-k-1)(m-k-1)_{\mathcal{T}}(2k+1)}\theta’e\dot{.}e_{j}’\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k+1}}$

$+ \sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k-1}\theta^{(m-k)(m-k-1)}\theta’\tau^{(2k)}e_{i}’e_{j}’\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k}}$,
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$n=2m+1$ のとき

(24) $e_{1}e_{1}’$ . . . $e_{n}e_{n}’(\Delta(\lambda))_{ij}$

$= \sum_{k=0}^{m}(-)^{m-k+1}\theta^{(m-k)(m-k)}\theta’\tau^{(2k)}e_{i}e_{j}’(\lambda-1/2)^{\overline{k}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$

$+ \sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k-1}\theta^{(m-k)(m-k-1)_{\mathcal{T}}(2k+1)_{e_{i}’e_{j}’(\lambda-1/2)^{\overline{k+1}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}}}\theta’$ .

ただし $(\Delta(\lambda))_{ij}$ は $\Delta(\lambda)$ の (的) 成分を表す. この $\Delta(\lambda)$ を $D(\lambda)$ の余因子行列と呼ぶ. 実

際, $\Delta(\lambda)$ と $A-( \frac{n}{2}-1)I-\lambda I$ の積は $D(\lambda)$ を対角成分に持つスカラー行列に=致する:

Proposition 2. 次の等式が成立する:

$\Delta(\lambda)(A-(\frac{n}{2}-1)I-\lambda I)=(A-(\frac{n}{2}-1)I-\lambda I)\Delta(\lambda)=D(\lambda)I$.

Proposition 2は次のような方針で証明される. $D(\lambda)$ の表示式 (19), (20) から, 次の等式

を示せばよい: $n=2m$ のとき

$\sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k}\theta^{(m-k-1)_{\theta’}(m-k-1)_{T}(2k+1)_{e_{i}\psi_{j}’(-(m-1)-\lambda)\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k+1}}}}$

$+ \sum_{k=0}^{m-1}(-)m-k-1\theta(m-k\rangle\theta’(m-k-1)\tau^{(2k)}e’\dot{.}\psi_{j}’(-(m-1)-\lambda)\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k}}$

$= \delta_{ij}\sum_{k=0}^{m}(-)^{m-k}\theta^{(m-k)_{\theta’}(m-k)_{\tau^{(2k)}\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k}}}}$ ,

$n=2m+1$ のとき

$\sum_{k=0}^{m}(-)^{m-k+1}\theta^{(m-k)_{\theta’}(m-k)_{\tau^{(2k)}e_{i}\psi_{j}’(-n/2+1-\lambda)(\lambda-1/2)^{\overline{k}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}}}$

$+ \sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k-1}\theta^{(m-k)_{\theta’}(m-k-1)}\tau^{(2k+1)}e_{;}’\psi_{j}’(-n/2+1-\lambda)(\lambda-1/2)^{\overline{k+1}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$

$= \delta_{ij}\sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k(m-k)(m-k)_{\mathcal{T}}(2k+1)}\theta\theta’(\lambda-1/2)^{\overline{k+1}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$.

ただし $\psi_{j}’(u)=\sum_{i=1}^{n}e_{i}’A_{ij}+ue_{j}’$ としている. これらの等式は次の Lemma 3, 4を用いて

示すことができる. 実際, 左辺は Lemma 3を用いて $\psi_{j}’(u)$ を含まない式に変形され, さらに

Lemma 4を適用することでそれが右辺に一致することが分かる.
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Lemma 3. 次の等式が成立する:

$\theta^{r(k-1)_{\tau^{(n-2k+1)}\psi_{j}’(\lambda)=(\lambda+k-1)\theta^{\prime(k-1)_{\mathcal{T}}(n-2k+1)_{e_{j}^{j}-\theta^{\prime(k)_{\mathcal{T}}(n-2k)_{e_{j}}}}}}}$ ,

$\theta^{\prime(k-1)}\tau^{(n-2k)}e_{i}’\psi_{j}’(\lambda)=\{$

$-\theta^{\prime(k\rangle}(\tau-e_{i}e_{i}’)^{(n-2k)}$ , $(i=j)$ ,
$(\lambda+k-1)\theta^{(k-1)}’\tau^{(n-2k)}e_{i}’e_{j}’-\theta^{\prime(k)_{\mathcal{T}}\langle n-2k-1)}e’.\cdot e_{j}$ , $(i\neq j)$ .

Lemma 4. 次の等式が成立する:

$\theta(k)\theta^{(k-1)_{\mathcal{T}}\langle n-2k)_{e_{i}’e_{j}’=\theta^{(k-1)}\theta^{\prime(k)_{\mathcal{T}}(n-2k)}e_{i}e_{j}}}’$ .

$\theta^{(k)}\theta^{;(k)_{\mathcal{T}}(n-2k-1)}(e_{i}e_{j}’+e_{i}’e_{j})+(n - 2k)\theta^{(k)}\theta^{;(k-1)_{\mathcal{T}}(n-2k)}e_{i}’e_{j}’=0$.

Lemma 3は $Pf(A)$ の余因子に関する等式 (22) を変形して得られる. Lemma 4も (22)
とよく似た方法で示すことができる.

4. Newton’s formula and the Cayley-Hamilton theorem for $0_{n}$ . 本稿の第一, 第
二の主定理である Newton の公式と Cayley-Hamilton の定理は, 前節で述べた $D(\lambda)$ の余因

子の応用として示すことができる.

Theorem 5. (Newton’s formula for $0_{n}$ ) 次の ZU $(0_{n})-$ 係数形式的幕級数の等式が成

立する:

$\frac{N(\lambda)}{D(\lambda)}=\sum_{r=0}^{rightarrow}\lambda^{-1-r}$ tr $((A-( \frac{n}{2}-1)I)^{r})$ .

Proof. (19), (20) により余因子行列 $\Delta(\lambda)$ のトレースはー N $(\lambda)$ に=致する:

$tr(\Delta(\lambda))=-N(\lambda)$ .

よって, Proposition 2の等式に右側から $(\lambda I-\{A-(n/2-1)I\})^{-1}$ を掛けてトレースを取

ると次を得る:

$N( \lambda)=D(\lambda)tr((\lambda I-\{A-(\frac{n}{2}-1)I$

.
$\})^{-1})$

$=D( \lambda)tr(\sum_{r=0}^{\infty}\lambda^{-1-r}(A-(\frac{n}{2}-1)I)^{r})$

$=D( \lambda)\sum_{r=0}^{\infty}\lambda^{-1-r}tr((A-(\frac{n}{2}-1)I)^{r})$ .

両辺を $D(\lambda)$ で割ることにより, Theorem 5が得られる. 口
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Theorem 6. (The Cayley-Hamilton theorem for $0_{n}\rangle$ $Mat(n, U(0_{n}))$ において次の

等式が成立する:

$D(A-( \frac{n}{2}-1)I)=0$ .

Proof. 古典的な Cayley-Hamilton の定理と同様に証明できる. $D(\lambda)$ と余因子行列 $\Delta(\lambda)$

を
$n$ $n$

$D( \lambda)=\sum_{k=0}d_{k}\lambda^{k}$
, $\triangle(\lambda)=\sum_{k=0}^{n}B_{k}\lambda^{k}$

と展開する. Proposition 2から $B_{k}$ と $d_{k}$ の間に次の関係が成立する: $k=0,$ $\ldots,$
$n$ に対し

$B_{k}(A-( \frac{n}{2}-1)I)-B_{k-1}=d_{k}I$ .

これに $(A-(n/2-1)I)^{k}$ を掛けて, $k=0,$ $\ldots,$
$n$ に渡って和を取る. すると左辺は $0$ にな

り, 右辺はちょうど $D(A-(n/2-1)I)$ に=致する. 以上で Theorem 6が示された. 口

5. Relation to other realizations of the orthogonal Lie algebras. ここまで直交

Lie 環を交代行列全体のなす Lie 環として実現し, その標準的な基底を成分とする行列 $A$ に

ついて考察してきた. このような考察は直交 Lie 環の他の実現から出発することも可能であ

る. 実際, 以下に見るように=般的な実現においてもこれまでと同様の結果が成立する.
$S\in Mat_{n}(K)$ を非退化な $n\cross n$ 対称行列とし, $S$ で定まる直交 Lie 環 $o(S)$ を考える:

$o(S)=\{X\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}|{}^{t}XS+SX=0\}$ .

Lie 環 $o(S),$ $0_{n}$ の $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ への自然な埋め込みを通じて, 普遍包絡環 $U(o(S)),$ $U(0_{n})$ を $U(\mathfrak{g}\text{【_{}n})$

の部分代数と見なす. $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ の involution $is$ : $Xrightarrow S^{-1}{}^{t}XS$ を考えると, 任意の $X\in \mathfrak{g}\mathfrak{t}_{n}$

に対し $X$ –is $(X)\in o(S)$ となる. そこで $F_{ij}=E_{ij}-is(E_{ij})$ と置 $\langle$ . $o(S)$ はこれら

$F_{ij}$ で張られている. この生成系 $F_{ij}$ を要素とする行列 $F=(F_{ij})_{i,j=1}^{n}$ を考える. 行列 $F$ は

$E=(E_{ij})_{i,j=1}^{n}$ を用いて次のように表される :

$F=E-Ad(S)^{t}E=E-S^{t}ES^{-1}$ .

特に $FS,$ $S^{-1}F$ が交代行列であることが分かる.
$S={}^{t}ss$ を満たす行列 $s\in Mat_{n}(K)$ を一つ固定する (このような $s$ は基礎体 $K$ を拡大す

ることで取ることができる). すると自然な同型 $0_{n}\simarrow o(S)$ が $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ の自己同型 $Ad(s^{-1}):X\vdash\Rightarrow$

$s^{-1}Xs$ の制限として得られる. この同型で $A$ の像が $Ad(s^{-1})A=\iota_{s^{-1}F^{t_{S}}}$ となることに注

意すると, Pf, $Det,$ $tr$ の不変性から以下のような $Ad(s^{-1})$ による元の対応が分かる:

$Pf(A)\}\Rightarrow\det(s)^{-1}Pf(FS)=\det(s)Pf(S^{-1}F)$,

$C_{2k} \vdasharrow\sum_{|I|=2k}Det(F_{I;}k., k-1, \ldots, -k+1)$
, $tr(A^{r})\}arrow tr(F^{r})$ .
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また $D(\lambda),$ $N(\lambda)$ の $Ad(s^{-1})$ による像をそれぞれ $D_{F}(\lambda),$ $N_{F}(\lambda)$ と表す. $D_{F}(\lambda)$ は (18)

と同様に次のように簡潔に表される:

$D_{F}(\lambda)=\{$

$Det(\lambda I-F;m-1, m-2, \ldots, 0,0, \ldots, -m+1)$ , $(n=2m)$ ,
$Det((\lambda-1/2)I-F;m, m-1, \ldots, 0,0, \ldots, -m+1)$ , $(n=2m+1)$ .

Newton の公式と Cayley-Hamilton の定理 (Theorem 5, 6) は $D(\lambda),$ $N(\lambda),$ $A$ をそれぞれ

$D_{F}(\lambda),$ $N_{F}(\lambda),$ $F$ に置き換えてそのまま成立する.

以下, \S 2, 3で構成した $Pf(A),$ $D(\lambda)$ の余因子と, それに関する関係式 Proposition 1, 2
が $F$ を使ってどう書き直されるかを見る. まず, $n=2m$ のとき Pfaffian の余因子行列に相

当するものとして行列 $\Gamma_{S^{-1}F}$ を

(25) $e_{1}$ . . . $e_{n}(\Gamma_{S^{-1}F})_{ij}=-e_{i}e_{j}\theta_{S^{-1}F}^{(m-1)}$

で定める. ただし $\theta_{S^{-1}F}=\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}e_{j}(S^{-1}F)_{ij}$ とする. すると Proposition 1は次のよ

うに書き換えられる :

Proposition 7. 次の関係式が成立する:

$\Gamma_{S^{-1}F}S^{-1}(F-(m-1)I)=Pf(S^{-1}F)I$.

また, $D(\lambda)$ の余因子行列に相当するものとして行列 $\Delta_{S^{-1}F}(\lambda)$ を次で定義する: $n=2m$

のとき

(26)

$e_{1}e_{1}’ \cdots e_{n}e_{n}’(\Delta_{S^{-1}F}(\lambda))_{ij}=\sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k}\theta_{S^{-1}F}^{(m-k-1)}\theta_{S^{-1}F}^{r(m-k-1)}\tau_{S^{-1}}^{(2k+l)}e_{i}e_{j}’\lambda^{l}\lambda^{\ovalbox{\ttREJECT}}$

$+ \sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k-1}\theta_{S^{-1}F}^{(m-k)}.\theta_{S^{-1}F}^{r(m-k-1)}\tau_{S^{-1}}^{(2k)}e_{i}’e_{j}’\lambda^{\overline{k}}\lambda^{\underline{k}}$ ,

$n=2m+1$ のとき

(27)
$e_{1}e_{1}’\cdots e_{n}e_{n}’(\Delta_{S^{-1}F}(\lambda))_{ij}$

$= \sum_{k=0}^{m}(-)m-k+1\theta_{S^{-1}F}(m-k)\theta_{S^{-1}F}’m-k)\tau_{S^{-1}}^{(2k)}e_{i}e_{j}’((\lambda-1/2)^{\overline{k}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$

$+ \sum_{k=0}^{m-1}(-)^{m-k-1}\theta_{SF}^{(m-k)(m-k-1)}-1\theta_{S^{-1}F}’\tau_{s-1}^{\langle 2k+1)}e_{i}’e_{j}’(\lambda-1/2)^{\overline{k+1}}(\lambda-1/2)^{\underline{k}}$ .

ただし

$\theta_{S^{-1}F}’=\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}’e_{j}’(S^{-1}F)_{ij}$ , $\tau_{S^{-1}}=\sum_{i,j=1}^{n}e_{i}e_{j}’(S^{-1})_{ij}$

としている. すると Proposition 2は次のように書き換えられる :
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Proposition 8. 次の関係式が成立する:

$\Delta_{S^{-1}F}(\lambda)S^{-1}(F-(\frac{n}{2}-1)I-\lambda I)=\det(S^{-1})D_{F}(\lambda)I$ .

6. Image of $D(\lambda)$ under the Harish-Chandra homomorphism. 最後に直交 Lie
環の split した実現における $D_{F}(\lambda)$ の Harish-Chandra homomorphism による像について

述べる. $g\mathfrak{l}_{n}$ における Capelli element は, その Harish-Chandra homomorphism による像

を容易に求めることができた. この $D_{F}(\lambda)$ の場合はそれほど易しくはないが, 余因子を利

用してやはり計算することができる. この結果は Sklyanin determinant の Harish-Chandra
homomorphism による像 $([M])$ に=致しており, このことから実は $D_{F}(\lambda)$ が Sklyanin de-

terminant と等しいことが分かる.

Harish-Chandra homomorphism は reductive Lie 環 $\mathfrak{g}$ に対し, 以下のように定義される.

Lie 環 $\mathfrak{g}$ の三角分解

佳 $=\mathfrak{n}_{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}_{+}$

を固定する. Poincare’-Birkhoff-Witt の定理から直和分解

$U(\mathfrak{g})=U(\mathfrak{h})\oplus(\mathfrak{n}_{-}U(\mathfrak{g})+U(\mathfrak{g})\mathfrak{n}_{+})$

が得られる. そこで $U(\mathfrak{g})$ から $U(\mathfrak{h})$ への projection を $\gamma$ と置く. この $\gamma$ は $U(\mathfrak{g})$ の中心

ZU $(\mathfrak{g})$ に制限すると代数の準同型になっている. さらにり $\ni H\vdash*H-\rho(H)$ から生成さ

れる $U(\mathfrak{h})$ の同型 $rho$-shift $T_{-\rho}$ を考える. ここで $\rho$ は次で定められる $\mathfrak{h}^{*}$ の元である:

$\rho(H)=\frac{1}{2}tr_{\iota\iota}(+adH)$ , for $H\in \mathfrak{h}$ .

すると これらの合成 $\overline{\gamma}=T_{-\rho}o\gamma$ は ZU $(\mathfrak{g})$ に制限すると, ZU $(\mathfrak{g})\simeq U(\mathfrak{h})^{W}$ なる代数同型

を与えることが知られている. ただし $U(\mathfrak{h})^{W}$ は Weyl 群で不変な元からなる U(り) の部分代

数である. この $\overline{\gamma}$ を Harish-Chandra homomorphism と呼ぶ.

以下, 行列 $S_{0}=(\delta_{i,n+1-j})_{i,j=1}^{n}$ を用いて実現される直交 Lie 環

$o(S_{0})=\{X\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}|{}^{t}XS_{0}+S_{0}X=0\}$

で議論する. この $o(S_{0})$ は $F_{ij}=E_{ij}-E_{n-j-1,n-i-1}$ 達で張られ, 特に $\{F_{ij}|i+j\leq n+1\}$

を基底としている. また, それぞれ $i>j,$ $i=j,$ $i<j$ なる $F_{ij}$ で張られる $o(S_{0})$ の部分 Lie

環を $\mathfrak{n}_{-},$
$\mathfrak{h},$

$\mathfrak{n}+$ とすると, これらは $o(S_{0})$ の三角分解を与えている. このとき $rho$-shift $T_{-\rho}$

は $\mathfrak{h}$ の基底 $\{F_{ii}|1\leq i\leq n/2\}$ に対し次のように書ける:

$T_{-\rho}F_{ii}=F_{ii}- \frac{n}{2}+i$ .
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Proposition 9. $n=2m$ のとき $Pf(S_{0}^{-1}F)$ の Harish-Chandra homomorphism による像

は次で与えられる :
$\overline{\gamma}(Pf(S_{0}^{-1}F))=(-)^{m}F_{11}F_{22}\cdots F_{mm}$.

Theorem 10. $D_{F}(\lambda)$ の Harish-Chandra homomorphism による像は次で与えられる :

$\overline{\gamma}(D_{F}(\lambda))=$

.
$\{$

$(\lambda^{2}-F_{11}^{2})\cdots(\lambda^{2}-F_{mm}^{2})$ , $(n=2m)$ ,
$( \lambda-\frac{1}{2})(\lambda^{2}-F_{11}^{2})\cdots(\lambda^{2}-F_{mm}^{2}),$ . $(n=2m+1)$ .

$\backslash _{Z}$

これらは前節の Proposition 7, 8を用いて示すことができる. まず Proposition 9の証明

の方針を述べよう. Proposition 7の等式の $(n, n)$ 成分に $\gamma$ を作用させると次を得る:

$\gamma(Pf(S_{0}^{-1}F))=\sum_{i=1}^{n}\gamma((\Gamma_{S_{\overline{o}^{1}}F})_{ni}(F-(m-1)I)_{n-i-1,n})$

$=\gamma((\Gamma_{S_{\overline{o}^{1}}F})_{n1}(-F_{11}-(m-1)))$ .

ここで $(\Gamma_{S_{0}^{-1}F})_{n1}$ は $2(m-1)$ 次の Pfaffian $Pf((S_{0}^{-1}F)_{(1n)})$ にー致する. (ただし $\Phi\langle 1n$) で

行列 $\Phi=(\Phi_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ の小行列 $(\Phi_{ij})_{2\leq i,j\leq n-1}$ を表す.) この $Pf((S_{0}^{-1}F)_{(1n)})$ に Proposi-
tion 7を適用してさらに同じ論法を繰り返す. こうしてより小さな小行列の計算に帰着させ
ることで, 最終的に次の等式を得る:

$\gamma(Pf(S_{0}^{-1}F))=(-F_{mm})(-F_{m-1,m-1}-1)\cdots(-F_{11}-(m-1))$.

これから Proposition 9はすぐに示される.

Theorem 10も同じ論法で証明することができる. この際 Proposition 8から導かれる次
の等式が鍵となる:

$\gamma(D_{F}(\lambda))=\gamma(D_{F_{\langle 1,n)}}(\lambda)(-F_{11}-(n/2-1)-\lambda)(-F_{11}-(n/2-1)+\lambda))$ .

普遍包絡環 $U(o(S_{0}))$ の中心の元として Twisted Yangian の理論から導かれる Sklyanin
determinant と呼ばれるものが知られている [MNO]. この Sklyanin determinant の Harish-
Chandra homomorphism による像が [M] において計算されているが, これは Theorem 10
の結果に $-$致している. このことから $D_{F}(\lambda)$ が Sklyanin determinant に等しいことが分
かる. また, \S 5で見たようにこの $D_{F}(\lambda)$ は $C_{2k}$ の線型和である $D(\lambda)$ と (基礎体 $K$ を拡大

することで) 自然な同型で対応している. $\text{これで}[HU]$ で与えられた column-determinant,
[MNO], [M] で議論されている Sklyanin determinant, そして対称化された行列式 $‘ Det$ ’の

間の関係が明らかになった.
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