
位相空間の帰納的極限の位相

平井武, 下村宏彰, 辰馬伸彦

位相群の帰納的極限が, 数学辞典等で通常定義される位相により, 必ずし

もまた位相群にならない事は既に報告した. (cf.N.Tatsuuma-H.Sh $i_{I}\mathfrak{n}omura-$
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1 $imi$ ts of topol og $i$ cal %rou ps and the case of the group of $di$ ffeomor-

$p|1is’ \mathfrak{m}$ . $t|$ .Math.Kyoto Un $iv$ . $38(1998)$ pp185-212. 辰馬伸彦, 位相群の帰納

的極限の群位相, 数学, 50(1998) PP204-207)

ここで挙げた反例では, その原因がこれらの群を位相空間と見ての積位相

が極限操作と可換でない事に基づいている. そこでこの報告では, 積位相と

極限操作が可換となる為の条件を調べ , 更に極限位相の定義をどの様に変更

すれば, 極限操作と積位相順序が交換出来るかを考える. ここでは取りあえ

ず今まで得られた結果を報告する.

\S 1 帰納的極限. Net $A\equiv\{a\}$ (odrer: $\prec$ )を添数に持つ位相空間族

$\{X_{a}\}$ ( $X_{a}$ の位相を $\tau_{a}$ と書く )が

(
$\nabla’a\prec b$ $\exists\varphi$ ba(連続): $X_{a}arrow X_{b}(into)s.t$ . $\backslash \nabla^{J}a\prec IJ\prec c\varphi_{ca}=\varphi_{cb}\varphi_{ba}$

を満たすとする. 和集合 $X^{\sim}\equiv$ 且 a $X_{a}$ に同値関係 $x_{a}\in X_{a},$ $x_{b}\in X_{b}$ で

”
$\chi_{a}\sim\chi_{b}\Leftrightarrow\exists cs.t$ . $c\succ a,b$ $\varphi_{ca}(x_{a})=$ $\varphi$ cb(Xb) ”

を入れ, その同値関係で割った空間を X $\equiv|\dot{|}\bm{m}_{a}X_{a}$ と書く.

$x_{a}\in$ $X_{a}$ にそれが属する X 内での coset を対応させる map を $\varphi_{a}$

とすれば. 明らかに $\varphi_{b}\varphi_{ba}=\varphi_{a}$ を満たす.

今 $X_{a}$ を, 像 $\varphi_{a},(X_{a})$ に Xaからの商位相を入れた空間と置き換えても,
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X $\equiv 1im_{a}X_{a}$ は同じものとなるから, $X_{a}\subset X_{b}$ でその $i$ njection map

$\varphi_{ba}$ が連続であるとしてよい. すなわち集合として X $= \bigcup_{a}X_{a}$ としても

以下の議論に差し支えば生じないから, 簡単の為以下そう仮定する.

この X $\equiv|\dot{|}m_{a}X_{a}$ に $\{\tau_{a}\}$ から導かれる位相を入れる事を考える.

その条件として ”
$c_{\nabla’a\in}$ A $\varphi_{a}$ が連続 ” を取る. すなわち

$(*)$ ‘\nabla ’開集合 $U$ (\subset X)で $\forall a\in$ A $U_{a}\equiv U\cap X_{a}$ が $\tau_{a^{-}}$開集合.

定義 1[帰納的位相 $\tau^{1}$ ] 次の条件

$(**)$ $U$ (\subset X)が開集合 $\Leftrightarrow$ $\forall a\in$ A $U_{a}\equiv U\cap X_{a}$ が $\tau_{a^{-}}$開集合.

により定義される X $\equiv 1im_{a}X_{a}$ の位相を, $\{\tau_{a}\}$ から導かれる (帰納的)

極限位相と呼び, $\tau^{1}$ で示す. I
$\tau^{1}$ が $\langle$ $*)$ を満たす事は見やすい. $\tau^{1}$ は $(*)$ を満たす X の位相の中

で最強の位相である. しかしこの $\tau^{1}$ には次の様な問題点がある.

別に位相空間 $Y$ (位相 $\tau_{2}$ )を取り, X との積空間を考える. X X $Y$

$=(. |im_{a}X_{a})\cross Y$ は集合として 1 $im_{a}(X_{a}\cross Y\rangle$ と同ーになる. X $X$ $Y$

には積位相 $\tau^{1}\cross\tau_{2}$ , 1 $im_{a}(X_{a}\cross Y)$ には $\tau_{a}\cross\tau_{2}$ から上記の様に作

られる極限位相 $\sigma$ が入る. ー般にはこの 2つの位相はー致しない.

例 2 Y\equiv Q(有理数全体),G(J)\equiv R(実数全体)(j=1,2,3, $\cdot$ ..)に通常の

位相をいれる. $G_{\lrcorner}(\equiv X_{J}\rangle$ $\equiv\Pi_{k-1-J}G(k)$ とする. X $J$ を $X_{J+1}$ に埋め

込み, $\backslash i$ の通常順序で, 定義 1の代数的な帰納的極限をつくると X $\equiv$

1 $im_{J}X_{J}=\Pi’ k^{\infty}G(k)$ (制限直積) が得られる.

また 1 $im_{J}(X_{J}\cross Y)$ は同様 $\cup$ 」( $\Pi’ kGJ(k\rangle\cross Y)$ として定義出来る. こ

の両者は $( \bigcup_{J}X_{J})\cross Y=\bigcup_{J}(X_{-1}XY)$ の対応で集合として同ー視出来る.

1 $im_{J}X_{J},$ $|im_{J}(X_{J}\cross Y)$ それぞれの極限位相 $\tau_{1},$ $\sigma$ を考えよう. $Y$ の位

相を $\tau_{2}$ と書けば (1 $im_{J}X_{J}\rangle$ $\cross Y$ の位相は $\tau_{1}\cross\tau_{2}$で点 $((0),0)\in X\cross Y$
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の任意の近傍は $E\cross(- a,a)\subset X\cross Y(\backslash v’j$ で $E\cap X_{J}$ は Xj の開集合,

a $>0\rangle$ の形の集合を含む. 座標表示して

$X$ $)x=(x_{1},x_{2}, \cdots,x_{n},0,0, \cdots)$ (Xk $\in G(k)$ ) と書く.

一方 $\sigma$ での開集合 $U(\subset X\cross Y\rangle$ は” $\forall n$ について $U\cap(X_{n}\cross Y)$

が $X_{n}\cross Y$ で開集合” として特長付けられる. そこで XX $Y$ の集合

$U\equiv\langle(x, y)$ $|$ $|x_{J}|<|\cos(jy)|(j=1,2,3, \cdots)\}$

$= \bigcap_{J-1}-\infty\{(x, y)| rightarrow|\cos(jy)|<x_{J}<|\cos(jy)|\}$ $(\ni((0\rangle,0))$

を考えるると $\forall n$ について

$U\cap(X_{n}\cross Y\rangle=\bigcap_{J- l^{n}}-$ $\{ ( x, y)| -|\cos(jy\rangle|<x_{J}<|\cos(jy)|\}$

は $X_{n}XY$ で開集合であるから, $U$ は $\sigma-$開集合である.

一方 $U$ は上記の $E\cross(- a.a)$ を含まぬから $\tau_{1}\cross\tau_{2^{arrow}}$開ではない. 1
☆ この例はまた X $J^{\cross Y}$ を位相群と見た時に, その帰納的極限

1 $im_{J}(X_{J}\cross Y)$ が帰納的極限位相で位相群にならない例を与えている. 」

さて一般的に次は成立する.

補題 3 $T_{1}\cross T_{2}\prec$ $\sigma$ .
証明 $\tau_{1}\cross\tau_{2^{-}}$開集合 $U$ の $\forall a$ で $X_{a}\cross Y$ への制限 $U\cap(X_{a}\cross Y\rangle$

は $\tau_{a}\cross\tau_{2^{-}}$開集合であるから, 定義により $U$ は $\sigma-$開集合でもある. 1

一方肯定的な例として次がある.

例 4 X $\equiv 1im_{J}X_{J}$ (極限位相 $\tau_{1}$ ), $Y\equiv 1i\mathfrak{m}_{J}Y_{J}$ (極限位相 $\tau_{2}$ ) (共

に可算列の極限) で $X_{J},$ $Y_{J}$が全て局所コンパクト空間であるならば

X $XY=\lim_{J}$ ( $X$ \lrcorner
$\cross$ Yj)(極限位相 $\sigma$ )が位相もこめて成立する. すなわち

$\tau_{1}\cross\tau_{2}=\sigma$ どなる.

証明 $\tau_{1}\cross\tau_{2}\prec\sigma$ は補題 3である. 逆の $\tau_{1}\cross\tau_{2}\succ\sigma$ を示す.

$\forall$ ( $x_{0}$ . yo )( $X\cross Y$ を固定して, その \forall \mbox{\boldmath $\sigma$}-開近傍 $W$ に対して
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$x_{0}$ の $\tau_{1^{-}}$近傍 $U$ と $y_{0}$ の $\tau$ 2-近傍 V を取り, $U\cross V\subset W$となる事を

言えばよい. $W_{J}\equiv W\cap(X_{J}\cross Y_{J})$ と書く.

まず位相 $\sigma$ の定義と X $J,$
$Y_{1}$.が全て局所コンパクトとの仮定から

$\exists$相対コンパクト開集合 $U_{0}(\ni_{X0})in$ $X_{0},$ $V_{0}(3yo)inY_{0}$. で $\overline{U}_{0}\cross\overline{V}_{0}$

$\subset W_{0}\subset W_{1}$ . $W_{1}$ は $X_{1}\cross Y_{1}$ の開集合だから, $\exists$相対コンパクト開集

合 $U_{1}(\supset\overline{1T}_{0})$ in $X_{1},$ $V_{1}(\supset\overline{V}_{0})$ in $Y_{1}\text{て}$ $\overline{U}_{1}\cross\overline{V}_{1}\subset W_{1}\subset W_{2}$ .
再び $W_{2}$ は $X_{2}\cross Y_{2}$ の開集合で. 同様相対コンパクト開集合 $U_{2}(\supset\overline{U}_{1})$

$inX_{2},$ $V_{2}(\supset\overline{V}_{1})in$ Y2で $\overline{U}_{2}\cross\overline{V}_{2}\subset$ W2 $\subset W_{3}$ と取れる.

繰り返して相対コンパクト開集合 $U_{n+1}(\supset\overline{U}_{n})ln$ $X_{n+1},$ $V_{n+1}(\supset\overline{V}_{n})$

$inY_{n+1}$ を $T\Gamma_{n+1}xV_{n+1}\subset$ $W_{n+1}$ を満たす様に取って行き, 最後に

$U\equiv U_{n}U_{n},$ $V\equiv U_{n}V_{n}$ とおけば, 定義から $U$ は $\tau_{1^{-}}$開集合, V は

$\tau_{2^{-}}$開集合で, $U\cross(\subset W\rangle$ が ( $X0$ , 稼 0 )の $\tau_{1}\cross\tau_{2^{-}}$開近傍となる. I
ここでは, X $\cross Y$ $(=\langle 1im_{a}X_{a})\cross Y\rangle=1im_{a}$ ( $X_{a}\cross$ Y) が極限位

相をこめて成立するための条件を求める. そして X $=1im_{a}X_{a}$ で条件 $(*)$

の下での位相の積が, 極限と可換にするにはどの様な位相の定義がふさわし

いかを考え, さらに $X_{a}$ が位相群である時, 自然に導入された群構造で X

が位相群になる条件を考える.

\S 2 $Pi$ sh-bone type net. 少し Net について準備をする.

定義 5 $B(\subset A)cofinat$ $(inA)\Leftrightarrow\forall a\in A,$ $B\cap$ { $x\in$ A $|x\succ a$} $\neq Q$ .
また 2つの nets $A_{1},$ $A_{2}$ が互いに順序同型な $cof\dot{I}$ nal subsets を持つ

時 $A_{1}$ と A2は $cof_{\dot{I}}$ nal 同型であるといい, $A_{1}\sim A_{2}$ と書く.

$cofi$ nal 同型は同値対応であり, その同値類を $cof\dot{I}$ nal type と言う. I
容易に $B(\subset A)cofi$ nal $\Rightarrow$ $B$ :net.
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補題 6 $B(\subset A\rangle$ $cofi$ nal なら, $\{X_{a}\}aeA$ の部分族 $\{X_{b}\}beB$ は

また帰納的極限 $X_{B}\equiv 1im_{beB}X_{b}$ を持ち , 極限位相をこめて $X_{B}=1im_{a}X_{a}$ .
証明 $\forall a_{\backslash }^{\zeta}$ A $\exists b\in B$ $b\succ a$ だから $X_{b}\supset X_{a}$ , 従って集合として

$X_{B}=1im_{a}X_{a}$ . さらに, $\varphi_{ba}$ の連続性から $X_{B}$ の開集合 $W$ について,

$W\cap X_{a}=(W\cap X_{b}\rangle$ $\cap X_{a}$ が $X_{a}$ で開集合となる. I

=般の net は扱い難いので, A が全順序に置き換えられる場合を考える.

定義 7 net A が $fi$ sh bone type (FB と略記する) であるとは

$cofi\})at$ な全順序 (total ly $o$ rdered)部分 net がある事を言う. 1
補題 8 Totally ordered net A は常に well-ordered な $cofi$ nal 部分

net を持つ. ( Totally ordered set I が well-ordered とは, $\forall S$

$\subset$ I. $\exists s=Nini$ mum of $S,$ $i.e$ . $s\in S$ & $\backslash \nabla^{J}x\epsilon S$ $x\prec s$ . )

証明 A の $wel$ I-ordered subnets の全体に , 後ろに伸びる時を”大”とす

る部分順序を入れて超限帰納法を適用すればよい. I

補題 6 と 8 から FB-type の $i$ ndex set A をもつ X $=\uparrow im_{a}X_{a}$ を

研究するには, A はもともと rvell-ordered net であるとして良い.

以下この場合に限る. well-ordered A に順序同型な順序数 $\tau(A\rangle$ が只

1つ存在する. さらに順序数の集合は well-ordered だから次が定義出来る.

定義 9 $\tau(A)$ に対して cofi nal な最小の順序数 $\sigma(A\rangle\equiv\sigma(\tau(A))$

を A の $coinali$ ty(共終度)と呼ぶ.

$\sigma(A)=1$ となる well-ordered net を有限的 (f $ini$ te type), $\sigma(A)=\omega$

となるものを可算的 (\mbox{\boldmath $\omega$}-type)であると言う. I

同じ $cofi\uparrow$)$ali$ ty を持つ $\downarrow\sqrt ell- ordered$ nets は同値類を作る.

A が $fi$ nite type なら, A に最終元 $a0$ があるから, $X_{a0}=1im_{a}X_{a}$

となり, 話は単–の空間 $X_{a.0}$ の事となり, 帰納的極限を考える必要がない.
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そこで最低でも $\omega- type$ の時を考える必要があるが, 大きな順序数に対応

する場合は難しいので, $\omega- type$ を考える.

さてどの様な時に整列 net(順序数) A が $\omega- type$ になるかだが,

(1) $\omega$ は当然 $\omega- type$ .
(2) $\omega\cdot n\sim\{\omega\cdot(n- 1\rangle+1, \omega\cdot(n- 1)+2, \cdots\cdot\}(n=1,2, \cdots)$ で $\omega- type$ .
(3) $\omega^{\omega}\sim\{to^{1}+1, \langle,J^{2}+1, \cdots\text{◆} \}$ で $\omega- type$ .
(4) 一般に $a\sim\omega$ なら $a\sim\{a_{1},a_{2}, \cdots\cdot\}$ として, $\forall b>0$ に対して

$b^{a}\sim\{b^{a1}+1,b^{a2}+1, \cdots \}$ となるから, $b^{a}\sim\omega$ .
(5) 可算個の単調増大順序数 $\{a_{1},a_{2}, \ldots.\}$で $\sup_{n}a_{n}=\sup_{n}(a_{n}+1)\sim\omega$ .

例えば $(_{l})(1)\equiv\omega,$ $\omega(2)\equiv\omega^{\omega t1\rangle},$ $\omega(3)\equiv\omega^{O(2)},$ $\ldots$ で,

$\omega(\infty)\equiv\sup_{n}(\omega(n)\rangle\sim\omega$ .
順序数の集合 $\{a_{b}\}_{b}$ が $\omega- type$ sequence を作るなら, $\sup_{b}a_{b}\sim\omega$ .
( $6\rangle$ $A=\omega^{a(1)}n_{1}+\cdots\cdot\cdot+\omega^{a(m\rangle}n_{m}(a(1\rangle$ $>\cdots>a(m)\geqq 0$ [順序数],

$0<n_{J})<+\infty)$ を Cantorの標準型とする. $a(m\rangle$ $=0$ なら最大元

$(_{A})^{a(1)}n_{1}+\cdots\cdot\cdot+n_{m}$ があり, $\sigma(A)=1$ で $fi$ nite type となるので,

$a(m)>0$ とする. $A=(_{1})^{a(1)}n_{1}+\cdots\cdot\cdot+\omega^{a(m\rangle}(n_{m^{-}}1)+\omega^{a(m\rangle}\sim\omega^{a(m)}$ .
(7) ー般の net で $\#A=$ \aleph 。なら, A は FB-type で $fi$ nite もしくは

$\omega- type$ である. 何故なら $A\equiv\{a_{1},a_{2},\cdots\cdot\}$ に対し, $b_{J}\equiv\max\langle b_{J-1},a_{J}\}$

と置くと, $\{b_{J}\}_{J}$ は A で $cofi$ nal で, $\exists ks.t$ . $c_{\nabla^{J}j>k}$ $b_{J}=b_{k}$ なら

$fini$ te type,それ以外は $\omega- type$ である. 」

この様に $\omega- type$ になる場合はかなりある. そこで 以下 A は $FB-\omega-$

type net の場合に限る. すなわち置き換えて net A $=N=\{1,2,3, \ldots\}$

とし, 順序 $\prec$ は通常の くとする.

A が $\omega- type$ である時の位相 $\tau^{1}$ について, 次の考察を行う.
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$X \equiv\lim_{J}X_{J}$ で $\varphi_{J}$ : X $J^{arrow X}$ は $\tau^{1}$ について 1対 1連続と仮定した.

位相 $\tau^{1}$ の各 X $J$ への制限位相を $T^{1}J$ とすれば, 上の事から元の $\tau_{J}$ と

同値又はより弱い位相である. X $J$ 上の位相 $\tau^{1}s$より, 再び帰納極限位相

$\tau^{11}$ を $X\equiv 1im_{J}$ XJ 上に作る事が出来る. ここで

補題 1 $0$ $\tau^{1}=\tau^{11}$ .
証明 $\forall j$ $\tau^{1}$

」
$\prec\tau_{j}$ より $\tau^{1i}\prec\tau^{1}$ は明らか.

逆は $\forall\tau^{1_{-}}$開集合 $w=\bigcup_{J}(\backslash _{vV\cap X_{J})}$ で, 定義により $W\cap X_{J}$ は $T^{1}J$

$-$開集合だから, $W$ は $\tau^{11_{-}}$開集合でもある. I
従って $\tau_{J}arrow_{T^{1}}\sim$の位相の置き換えを行っても, $X\equiv 1im_{J}$ x\sim は $\tau$

1を含め

て同=で変わる事がない. そしてこの時 $\varphi_{J}$ : X $J^{arrow X}$ の埋め込み map は同

相写像となる. そこで以下の議論では, この位相の置き換えを行ったとして,

( $***\rangle$ $\varphi\lrcorner$ : $X_{J}arrow X$ の埋め込み map は同相写像である.

との条件を入れる. 此の場合当然 $\varphi_{1j}$ : X $s^{\wedge X_{1}}$ の埋め込み map も同相写

像となる.

所で 2つの帰納系 {Xa(位相 $T^{X}a$ )}, $\langle$ $Y$ b(位相 $\tau’\prime b)\rangle$ に対して,

補題 11 $X\equiv|iINa$ Xa(極限位相 $\tau x$), $Y\equiv[im_{b}Y$ b(極限位相 $\tau$ Y)で,

1 $imab$ (XaX $Y_{b}$) の帰納的極限位相 $\tau^{\iota}$ が, $\tau x\cross\tau_{Y}$ と=致するならば,

$\forall b$ で 1inla(Xa $\cross$ Yb)(極限位相 $\tau\rangle\langle(b)$ ) $=([|m_{a}X_{a})\cross Y_{b},$ $\forall a$ で

1imb(X $a\cross$ Yb)(極限位相 $\tau_{Y}(a)$ ) $=X_{a}\cross(1im_{b^{1}}Y_{b})$が位相を込めて成立する.

すなわち $\tau_{X}(b)=\tau_{X}\cross\tau^{\nu_{b}},$ $\tau_{Y}\cdot(a\rangle=\tau^{x}a.\cross\tau_{Y}$ .
証明何れも集合としては $U_{ab}(X_{a}\cross Y_{b})$ であって一致する.

$\tau\}\langle(b)=_{T\prime})_{\backslash }\cross\tau^{\nu_{b}}$ について示せば十分である. I $im_{b}((|iIN_{a}X_{a})\cross Y_{b})$ を考

える. この帰納的極限位相を $\tau^{\#}$ と書く. $\tau^{\#}$ での開集合 $W$ は $\forall b$ で

$W\cap(1im_{a},X_{a}\cross Y_{b}\rangle$ が $\tau_{1\langle}\cross\tau^{\nu_{b^{-}}}$開集合となる事で特徴付けられるが,
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これからさらに $\forall a$ で $W\cap(X_{a}\cross Y_{b})$ が $\tau^{x}a\cross T^{y}b^{-}$開集合になる. とこ

ろで $\tau^{1}$ は $\forall a,b$ で $W\cap(X_{a}\cross Y_{b})$ が $\tau’‘ a\cross T^{y}b^{-}$開集合になる様な最

強の位相であったから, $\tau^{*}\prec$
$\tau$

1 だが仮定により $\tau^{1}=\tau_{X}\cross\tau_{Y}$ でこれは

1 $im_{b}(X\cross Y_{b})$ の帰納的極限位相が XX $(1 im_{b}Y_{b})$ の位相で押さえられる事

を意味する. 補題 3 と合わせて結局 $\tau^{\#}=\tau_{X}\cross\tau_{Y}$ を得る. この関係を部

分空間 1 $iI\mathfrak{n}_{b}(X\cross Y_{b})=X\cross(\lim_{b}Y_{b})$ に制限して結果が得られる. I

\S 3 傾斜被覆. この \S では $X$ を $T_{1}-$位相空間 (即ち相異なる任意の

2点に対し, それぞれ他の点を含まぬ近傍が取れる)とする.

定義 12X の閉集合 $E$ に, net $B$ を $i$ ndex set とする開被覆 $E\subset$

$U_{aeB}O_{a}-$ が存在して, $\backslash \nabla’a\in B$ $O_{a}\not\subset U_{b<a}O_{b}$ が満たされる時, この被覆

\Re \equiv {Oa}a’Bを $E$ の傾斜被覆と言う.

$B$ の $cofi$ nal tyPe を獣の $cof_{\dot{1}}$ nal tyPe と言う.

また $E$ の全ての傾斜開被覆の濃度より大きい濃度の最小を $E$ の被覆指

数と言う . I
補題 13 $E$ の傾斜被覆 $fl\equiv\{O_{a}\rangle_{aeB}$ と $B$ の $cofi$ nal subnet $B_{0}$ が

与えられた時, $B_{0}$ を $i$ ndex set とする傾斜被覆 $A_{0}\equiv\{O^{0}a\}_{agB0}$ を作る

事が出来る.

証明 $\forall a\in B_{0}O^{0}a\equiv\bigcup_{beBa}O_{b}(B_{a}\equiv\{b\in B|b\leqq a\})$とすればよい. 1
補題 14任意の開被覆 $E\subset U_{aeR}O_{a}$ について, $R$ の部分集合からな

るある well-ordered set $1=\{b\}$ を取り傾斜被覆 $E\subset U_{be1}O_{b}$ を作る

事が出来る.

証明整列可能定理により $R=\{a\}$ を並べ, $1\equiv\{b\in R|E\cap O_{b}\not\subset U_{a<b}O_{a}\}$

と置けばよい. I
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☆同じ開被覆 $E\subset U_{a.eR}O_{a}$ から, 異なる多くの傾斜被覆を作る事が

出来る. しかし与えられた. $cofi$ nal type を $i$ ndex set とする傾斜被覆を作

る事は難しい. 只次が言える.

補題 15空間 $E$ に, 集積点のない部分集合 $S\equiv\{s\}$ があれば, $\#B\leqq$

fl $S$ となる $\forall$ ttet $B\equiv\{b\}$ を $i$ ndex set とする傾斜被覆を作る事が出来る.

証明 $\#S0=\#B$ となる $S$ の部分集合 $S_{0}$ を 1つ取る. $B$ から $S0$

への 1 $\lambda\backslash j1$ 対応 $B.,3$ ($\gammaarrow s_{b}$ $\epsilon S_{0}$ とし, $S\langle b$ ) $\equiv\langle$ Sc $\epsilon S_{0}$ $|c\succ b$ } と定

める. $S$ の仮定から $S(b)$ は閉集合で $c\succ b$ $\Rightarrow S(c\rangle$ $\subset S(b)$ である.

$O_{b}\equiv E-S(b)$ とおけば $E\subset$ UbeB0bが求める傾斜被覆である. I

補題 16空間 $E$ の可算開被覆 $E\subset U_{aeR}O_{a}$ が有限部分被覆を持た

なければ, $\omega- type$ の well-ordered set 1 を $i$ ndex set に持つ傾斜部分被

覆 $E$ $\subset$ $U\uparrow O_{J}\vee$ を作る事が出来る.

証明 $R$ を 1列に並べて, $R=\{a_{1},a_{2}, \cdots\cdot\}$ とし, $\{Oaj\}_{J}$ から

Oa $J\subset\cup\}_{\backslash }^{r}\langle j$ Oak となる $OaJ$ を除いた列 $\{Oa\vee t’\}_{j}$ を作るとよい. I

定義 17 $\tau$ を填る無限基数とする. X の閉集合 $E$ が $\tau-$コンパクト

とは, 任意の開被覆 $E\subset\bigcup_{PeB}O_{p}$. に対して, 常に部分被覆 $E\subseteq\bigcup_{P6C}O_{P}$

$(C\subset B, \#C< \tau)$ を選ぶことが出来る事を言う.

$x\in$ X が $\tau-$コンパクト点であるとは, $x$ が $\tau-$コンパクト集合からな

る基本近傍系を持つ事を言う. $X$ の全ての点が $\tau-$コンパクト点である時,

$X$ を局所 $\tau-$コンパクト空間と言う.

特に $\tau=\S f_{0}$ で $\tau-$コンパクトを単にコンパクト, $\S f_{1}$の時 Lindel\={o}fと言う.

補題 18 $\tau-$コンパクト集合 $E$ の閉部分集合 $F$ はまた $\tau-$コンパク

ト集合である.

証明 $F$ の開被覆 $F\subset\bigcup_{\rho eB}O_{p}.\cdot$ で, $E\subset\bigcup_{peB}O_{P}\cup F^{c}$ は $E$ の
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開被覆だから, $E\subset\exists\bigcup_{PeC}O_{P}\cup$ $F^{c}(C\subset B,$ $R\tau\tau C<\tau\rangle$ . これで
$F\subset\bigcup_{PeC}O_{P}$ が求める部分被覆である. I
補題 19 X が T3-空間 (‘\nabla ’閉部分集合 $F,$ $\forall x\not\in F,$ $\exists$ 開集合 $O_{1}$

$( \supset F),$ $\exists$開集合 02 $( \ni x)s$ .t. $O_{1}\cap O_{2}=\emptyset$ . ) なら,

$x\in$ X が $\tau-$コンパクト点 (\tau -Cp点) $\Leftrightarrow\exists$ X の $\tau-$コンパクト近傍.

証明 $(\Rightarrow)$ は定義より明らか. ( $\Leftarrow\rangle$ を示す.

先ず T3-空間では $\backslash \nabla^{J}x\in X$ の任意の開近傍 $U$ に対し , $F=U^{c}$ と置くと,

$\exists$開集合 $O_{1}(\supset U^{c}),$ $\exists$開集合 $O_{2}()$ x) $s$ .t. $O_{1}\cap O_{2}=\emptyset$ だから,

$(U\cap O_{2})^{-}$ が $U$ に入る $x$ の閉近傍となる. すなわち閉近傍からなる $x$ の

基本近傍系がとれる. I

補題 2 $0\forall E$ で, それが $\tau-$コンパクトである様な $\tau$ の最小がある.

証明先ず $\forall\tau>\sigma$ で $E$ が $\sigma-$コンパクトなら, $E$ はまた $\tau-$コンパ

クトである. ー方 $E$ には常に $\#$ E-被覆が存在するから, $E$ は $\#$ E-コンパ

クトである. 従って $\kappa(E)\equiv\min\langle_{T}|E$が $\tau-$コンパクト) が存在する. I
補題 21 $E$ の閉部分集合 $F$ について, $\kappa(F)\leqq\kappa(E)$ .
証明 $E$ が $\tau-$コンパクトなら, $F$ も $\tau-$コンパクトであるから. 1
補題 22 $\forall\sigma<\kappa(E)$ に対して, $E\subset\bigcup_{P6C}O_{f}(C\subset B, \#C<\sigma)$

なる部分被覆の存在しない開被覆 $E\subset\bigcup_{feB}O_{P}$ が存在する.

証明 もしある $\sigma$ で $\backslash \nabla^{J}$開被覆 $E\subset\bigcup_{peB}O_{P}\exists C\subset B,$ $\#C<\sigma s.t$ . $E\subset$

$\bigcup_{PeCO}_{p}$ とすれば, $E$ は $\sigma-$コンパクトとなり, $\kappa$ (E)の定義に反する. I
系 1 無限集合 $E$ で $\kappa(E)\leqq$ $\#$ E.

証明 $E$ は fl E-コンパクトだから. I

系 2 $E$ が普通のコンパクト集合 $\Leftrightarrow$ $\kappa(E\rangle=$ $\S:_{0}$ .
従って局所コンパクト空間 X の各回は 轟-コンパクト点である. 1
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系 3 $E$ が離散無限集合なら $\kappa(E\rangle$ $=$ $\#$ E. 1

\S 4. 可算帰納系の積空間

82 の結果を踏まえて, 考える位相空間の族 $\{X_{J}\}_{J}$ ( $X_{J}$の位相 : $\tau’$ )で

$\backslash \nabla^{J}j<k$ $X_{J}\subset X_{k}(into)$ が同相の埋込とし, $Y$ を別に与えられ

た位相空間 (位相 : $\sigma$ )とする. $X\equiv\{|m_{J}X_{j}$ と $Z_{0}\equiv 1im_{J}(X_{J}\cross Y)$ の帰納

的極限位相をそれぞれ $\tau^{1},$ $\tau^{2}$とする. 集合として $Z\equiv X\cross Y=1im_{J}(X_{J}$

$XY\rangle=(\bigcup_{\underline{1}}X_{1}.)\cross Y=\bigcup_{J}(X_{J}\cross Y)=Z0$ . 補題 3 より $\tau^{1}\cross\sigma\prec\tau^{2}$ .
ここで $\tau^{1}\cross\sigma=\tau$ 2 となる為の条件を求める. その為には

$\forall(\cross 0’ y_{0})$ ( X $XY$ を取り, その近傍系を調べればよい. $x0\in X_{J0}$

とすれば, A は $cofi$ nal subnet { $j\in$ A 1 $j\geqq j_{0}$ } で置き換えてよい

から, $\forall i\in$ A $x_{0}\in X_{J}$ としてよい.

ここで ”xo が $X_{k+1}$中で $X_{k}$ の $\tau_{k+1^{-}}$内点でない”と言う条件を $Ni(k\rangle$

と示す. 次の 2つの場合がある.

Case 1 $\omega$ と $co\uparrow|$ nal な $f\{\equiv\{k_{J}\rangle$ が有って, $\backslash \nabla^{J}j\in K$ で $Ni(k_{J})$ .

Case 2 $\exists k_{0}\xi$ A $\forall|geqq k_{0}$ で $x_{0}$ が Xk+l中 $X$ kの $\tau_{k+1^{-}}$内野である I
$\chi_{0}$ が X}$’+t1$中で $X_{k}$ の \tau $k+1$ -評点であれば, xo の $X_{k}$ 中の近傍での議

論は, $X_{k+1}$中でのそれと一致するから, 列 $\{X_{J}\}_{J}$ から $X_{k+1}$ を省く事が

できる. 従って Case 1の時は, 必要なら A を $K$ で置き換えて $\backslash \nabla_{\backslash }^{J}i\in A$

で Ni (i) と仮定してよい.

Case 2では, 先ず A を $\{k\in A | k\geqq k_{0}\}$ で置き換えてよい.

ここでまた 2つの場合がある.

Case 2-1 $\exists U(\subset\bigcap_{J}U_{J}\rangle$ $s.t$ . $U$ は $\forall n$ で xo の $\tau_{n^{-}}$開近傍.

Case 2-2 (,$J$ と $cofi$ nal な $K\equiv\{k_{J}\}$ が有って, $\forall j\in K$ で $x_{0}$ の
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$\backslash \nabla^{J}T_{kJ^{-}}$開近傍 $U_{k\lrcorner}$ で $\exists|\langle(j)>|\langle Js.t$ . $U_{kJ}$ は $\tau_{k\langle j)^{-}}$開集合ではない.

Case 2-1では議論を $U$ に限り, 即ち $\backslash \nabla’n$ $X_{n}=U$ と見なして議論を

進めて良い, つまり A に最大元がある場合同様, 位相の問題はなくなる.

Case 2-2の場合では次の例がある.

例 23 前同様, Y\equiv Q(有理数全体)F $G$ (j)\equiv R(実数全体)(j $=1,2,3,$ $\cdots$ )

に通常の位相 (Xn の位相を $Tn$ , $Y$ の位相を $\sigma$ と書く)を入れたものを考

える. $G_{J}(\equiv Xj)\equiv$ $\Pi_{k- 1^{J}-G}(k)$ , そして X $\equiv$ $1im_{J}X_{J}=$

$\Pi’ k^{\infty}G(k)$ (制限直積) の座標表示 $X\ni x=(x_{1},x_{2}, \cdots,x_{n},0.0, \cdots)$

(Xk $\epsilon G(k)\rangle \text{て}X^{a}’(n\rangle\equiv$ $\{ x\in X_{n}|\forall|\langle\leqq n |x_{k}|\leqq 2^{-n}(n=1,2, \ldots)\}$

と置くと, $\backslash \nabla’1_{t}\leqq n$ で $X^{\omega}(n)\cap X_{k}\subset X^{\omega}(k)$ である. ここで $X$
。

$\equiv U_{n}X^{\omega}(n)$ ,

$X^{(\phi}n\equiv X_{e)}.UX_{n}$ と置く. 元の X $\equiv 1im_{n}X_{n}$には $X_{n}$ の位相 $\tau_{n}$から作

った $\tau$ 1-位相が入るが, X $\omega n$ ( $\subset$ X ) の位相としては, $\tau$ 1-位相を $X^{\emptyset}n$

に制限した $\tau^{\omega}n^{-}$位相を採用する事とする. 明らかに {X $\circ n$ } は帰納系を作

り, 集合としては 1 $imnX^{0n}=\cup X^{\omega}n=U$ Xn $=1imn$ Xn である. この

空間に $T^{O}n^{-}$位相から作った \tau 01-位相を考えると, $\forall T^{1_{-}}$開集合 $E$ に対

して, 定義から $E\cap X^{\omega}n$は $T^{\circ}n^{-}$開集合だから $T^{1}\prec\tau^{\omega 1}$ .
ー方 $\forall^{\tau^{\omega 1_{-}}}$開集合 $E$ では, $E\cap X^{a)}n$ は $\tau^{\omega}n^{-}$開集合で $\exists T^{1_{-}}$開集合

En $(\subset X)_{S.t}$ . $En\cap X^{\omega}n=E\cap X^{\omega}n$ . すなわち $E\cap Xn=(E\cap X^{\omega}n)\cap Xn$

$=(En\cap X^{q}’ n)\cap Xn=En\cap Xn$ となるが, $En$ が $T^{1_{-}}$開集合だから En 寡

$X_{n}=E\cap X_{n}$ は $\tau_{n^{-}}$開集合で, $E=\bigcup_{n}(E\cap X_{n})$ は $\tau^{1_{-}}$開集合となる.

すなわち $\tau^{\omega 1}\prec\tau^{1}$ . 結局 $\tau_{1nd}=\tau^{\omega_{1nd}}$ が言える.

同様 1 $i\mathfrak{n}|$

」
$(X^{a\rangle}s\cross Y)$ でも, $(\tau^{\omega}\cross\sigma)^{1}-$位相は $(\tau\cross\sigma)^{1}-$位相に等しい.

所で先に示した様に, $(1 im_{J}X^{\omega_{J}})\cross Y=(\uparrow im_{J}X_{J})\cross Y=1im_{J}(X_{J}\cross Y\rangle=$

1 $im_{J}(X^{a)}\lrcorner\cross Y)$ の部分集合 $U\equiv\{(x,y\rangle| |x_{j}|<|\cos(jy)|(i=1,2, \cdots)\}$
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は ( $\tau\cross\sigma\rangle^{i}-$開集合であったが, $(\tau^{i}\cross\sigma)-$開集合ではなかった. すなわち

$(\tau^{\alpha)}\cross\sigma)^{1}-$開集合だが, $\langle$ $\tau^{\omega i}\cross\sigma)-$開集合ではない. これは $(\tau^{\omega}\cross\sigma)^{1}\neq$

$(\tau^{a\rangle 1}\cross\sigma)$ を示す. $\Xi$

そこで以下 Case 1の場合, 即ち $\backslash \nabla^{J}j$ で xo は $X_{J+1}$ 中での X」の

$\tau_{J+1^{-}}$魂迎ではない時のみを考える事とする.

定義 24 xOが X $J+1$中での $X$ jの $\tau_{J+1^{-}}$塁点ではない時, xo を $X_{J+1}$

中での $X_{J}$ の縁点と言う . I

補題 25 xo が $T_{1}-$空間 X $J+1$ 中での X 」 の初点である時, $X_{J+1}$ 中

での xo の $\tau_{J+i^{-}}$開近傍族 $\mathfrak{U}_{\{,\vee}\equiv\{U^{J}b\}_{beB\lrcorner}$を次の様に取れる.

(1) $B_{J}$ は net で $b_{1}\prec b_{2}$ なら $U^{s_{b1}}\cup X_{J}\supset(\neq)U^{s_{b2}}\cup X_{J}$ ,

(2) $\bigcap_{b_{-}eBJ}U^{s_{b}}\cup X_{-^{i}}$ はもはや xo の $X_{J+1}$ 中での近傍ではない.

証明 xo は $T_{1}-$空間 X $J+1$中で X\sim の $\tau_{J+i^{-}}$諸点でないから, $X_{J+1}$での

$\chi_{0}$ の基本開近傍系の作る net $B_{J^{0}}=\{U^{J}b\}$ に対して, $\bigcap_{beB\lrcorner}U^{J}bUX_{\lrcorner}=$

X $J$ は $\cross 0$ の $Xt+\vee 1$での近傍ではない. ここで $\exists b0\prec bs.t$ . $U^{J}b0\cup X_{J}=$

$U^{J}bUX_{J}$ となる Bj0の元 $b$ を除いて出来る net を $B_{J}$ とすればよい. 1

定義 26補題 25の $1J_{J}=\{U^{J}b\}$ を xo の $\langle$ X $J+1$ ’XJ $\rangle$ -分離 (開近傍)

族, net $B_{1}$. の $cofi$ nal $ty|$) $e$ を $1I_{J}$ の $cofi$ nal type と言う.

さらに xo の (X $J+1,$ $X_{-i}$ )-分離 (開近傍)族 $1l_{J}$ の濃度の, 助を走らせ

た時の最低を xo の (X $J+1$ ’XJ $\rangle$ -分離指数と言う. I

☆後に示す様に $\chi_{0}$ の (X $J+1,$ $X_{J}$ )-分離族 助は一般的に=意に決まら

ない. 従って net $B_{i,\vee}$ やその $cofi$ nal tyPe は $\mathfrak{U}_{J}$ の取り方による.

補題 27xOの ( $X_{J+l}$ , X2) $)$ -分離族 $\mathfrak{U}_{J}=\{U^{s_{b}}\}_{b\epsilon BJ},$ $B_{J}\supset B_{J^{0}}\sim B_{J}$ と

すると, $1J_{J^{0}}=\{U^{J}b\}_{beB\lrcorner\emptyset}$ は又 xo の (X $J+1,$
$X$ j)-分離族である.

証明補題 25 の条件 (1), ( $2\rangle$ は $\mathfrak{U}_{J^{0}}$ でも満たされる. I
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補題 28 (1) X $J$ の縁点 $\chi_{0}$ における ( $X_{J+1},$ $X$ J)-分離族 $11_{J}$ の ca-

$rdimlityp(\mathfrak{U}_{J})$ は謁以上で, X $J+1$ での $x_{0}$ の基本近傍系の card i-

$nal$ ity より大きくない. 特に X $J+1$ が $\tau$ J+l-可算野本近傍系を持でば,

$\rho(11_{J})$ は畿。である.

(2) $j\leqq k<n$ で 11 $k$ を $x_{0}$ における ( $X_{k+1}$ , Xk)-分離族とする時,

(X
$n,\cdot$ Xj)-分離族 $\mathfrak{U}_{(n,k)}$ で同じ $cofi$ nal tyPe を持つものが取れる.

証明 (1) 有限個の $x_{0}$ の近傍の共通部分は又近傍だから, $\bigcap_{b}U^{J_{b}}\cup X_{J}$

が xo の近傍でない為には, 族 $\langle$ $U^{J}b\}$ は無限集合でなくてはならない. ま

た補題 25 の証明で xo の $\tau$ J+l-基本近傍系 $\{U^{J}b\}$ で, $\bigcap_{b}U^{J_{b}}UX$
」

は $x_{0}$ の近傍でないから後半が結論される.

(2) $\mathfrak{U}_{k}=\{U^{k_{b}}\}$ を xo の $\langle$ $X_{k+1},$ $X$ k)-分半族とする. $X_{k+1}\subset X_{n}$ が同

相の埋め込みだから, 各 $U^{k}b$ に対して $x0$ の $\tau_{n}-$開近傍族 11 $(n.k\rangle\equiv$

$\{U^{k_{b}}\}\sim$ を単調で $U^{k_{b}}=U^{k_{b}}\cap X_{k+1}\sim$ となる様に取る事ができる. もし

寡 $bU^{k_{b}}\cup X_{\lrcorner}\sim$ $( \subset\bigcap_{b}U^{k_{b}}\cup X_{k+1})\sim$ が $X0$ の $\tau$ n-近傍なら, $( \bigcap_{b}U^{k_{b}}U\sim$

$X_{k+1}\rangle\cap X_{k+1}=\bigcap_{b}U^{k_{b}}$ は \tau k+l-近傍で, $1I_{k}=\{U^{k_{b}}\}$ を XOの (Xk+l, Xk)

を分離族とした事に反する. すなわち $\mathfrak{U}_{(n.k)}$ が $1\lambda_{k}$ と同じ $cofi$ nal type

を持つ $X0$ $\text{の}$ ( $X_{n},$ $X$ J)-分離族である. 1
ー般の位相空間 $(Y\supset X)$に対して, ( $Y$ , X)-分離物を考えよう.

例 29 実数体 $R$ の $c$ 乗を $Y,$ (0) を $X$ とする. (0) の近傍として,

$\mathfrak{V}\equiv$ { $(x_{\alpha})_{\alpha}|$ 高々可算個の $\alpha$ で $x_{\alpha}=0$ , 他は f $ree$ } で生成される基本近

傍系を採用すると, この系より補題 25 の証明で作った, 点 $0$ の (Y, $X$ ) $-$

分離族 11 は可算個の交叉で閉じていて, $cofi$ nal type は $\omega$ より大きい.

例 3 $0$ 無限次元ヒルベルト空間崎に弱位相を入れたもの $Y$ , (0)を X

とする. この位相は第ー可算公理を満たさない. 即ち基本近傍系 $1\lambda$ の基数
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は蜜 0 より確かに大きいが, $w\{\neq 0\}$ を 1つ固定し集合族 $1\lambda\equiv\{U_{n}=\{w1$

$1<w,$ $x>1<1/n\}\}$ $n$ は $0$ の開近傍族で, 明らかに $0\text{の}$ ( $Y$ , X)-可算

分離族を与える. つまり $1\lambda$ の $cofi$ nal type は $\omega$ と一致する.

例 31 $Y\equiv \mathbb{R},$ $X\equiv\{0\}$ とし, その上の位相を任意の高々可算部分集合

$E(\subset Y)$ の補集合 $\overline{E}$( $\equiv$ Y-E) の全体を開集合基としてそれから生成され

る位相とする. この時開集合達の可算無限交叉はまた開集合となるから, $\forall$

$x\in Y$ で $x$ の (Y, X)-分離族 11 でその $cofi$ nal tyPe は $\omega$ より確かに大

きい. しかし $\#R=c$ だからその card $i$ nal $ity$ は $c$ より大きくない.

例 32 $Y\equiv Y_{1}\cross Y_{2}$ , $Y_{1}$ を例 29の空間, Y2 を例 3 $0$の空間とし,

積位相をいれる. $X\equiv\{0\}(=\{0\}x\{0\})$ とする. $Y_{1},$ $Y_{2}$ にはそれぞれ $0$ に

おける ( $Y$ J’{o})-分離族 助があるが, 補題 28( $2\rangle$ の論法そのままに,

$Y$ の上の $0$ の開近傍族 $1\lambda_{s^{\sim}}$ を作ると, それぞれ $0$ における ( $Y$ , X)-分離

族となり, $1\lambda 1$ の $cofi$ nal tyPe は ($0,$ $\mathfrak{U}_{2}$ のは $\omega$ より大となる. 1

ここで次の条件を考える.

[条件 $C$ ] (1) $\forall i$ で xo は系 X $J+1$ の中の $X_{J}$ の縁点である.

(2) $Y$ は $T_{3^{-}}$分離公理を満たし, $y0\in Y$ の近傍系は第ー可算公理を満た

す. (その基本開近傍系を $\langle$ V $\vee i$ } $3$
$( \overline{VV_{J+1}}\subset V_{J})$ とする.

(3) $\iota_{\nabla^{1}j}$ で同じ $cofi$ nal tyPe を持つ (X $J+1$ , Xj)-分離族 $1\gamma_{J}$ と V $J$

の傾斜被覆 $\{V^{s_{b}}\}_{b\epsilon BJ}$ が存在する. I

☆ここで (3) は補題 13と補題 27 により, cof $inal$部分 netに置き換えて ,

$,,(3’\rangle$ $\backslash \nabla’j$ で順序同型対応する (X $J+1,$
$X$ j)-分離族 $1J_{J}$ と V $J$ の傾斜被

覆 $\{V^{J}b\}_{beB\lrcorner}$ が存在する. ” に替える事が出来る.

命題 33 [条件 $C$ ]を満たす極限空間 $X\equiv 1im_{J}X_{J}$ , と $Y$ では,

$(x_{0}, y_{0})$ ((XX $Y$ )の $\tau^{2_{-}}$開近傍であるが, $\tau^{1}\cross\sigma-$三近傍にならぬ
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$X\cross Y$ の集合を作る事が出来る.

証明 [方針] $(\chi_{0}, y_{0})\in$ $X_{J}\cross Y$ の $\tau_{J}\cross\sigma-$開近傍 WJ $in$ $X_{a}XY$

を, $\backslash \nabla^{J}j<|\langle$ $(\in A)$ で $W_{J}=W_{k}\cap(X_{J}\cross Y\rangle$ を満たし且つ $W\equiv\bigcup_{J}W_{J}$

が $\tau^{1}\cross\sigma-$開近傍 $inX\cross Y$ にならぬ様に取れる事を示す.

まず A の先頭元 1こ対して, $(X0 , y0)$ ( $X_{1}\cross Y$ の $\tau_{1}\cross\sigma-$開近傍

$W_{1}$ を適当にとり, 後は $i$ ndex $j$ に従い帰納的に作る.

$W_{1,\vee}=W_{J+1}\cap(X_{J}\cross Y\rangle$となる $W_{J+1}$ (以下 $k=i+1$ と書く )を作るに

は, 先ず $W_{J}$ は $\tau_{J}\cross\sigma-$開集合だから, $\backslash \nabla^{J}\langle x,$
$y$ ) $\in$ WJ に対して,

$\exists U0(x, y)\ni\chi,$ $V_{0}(x, y)\ni y$ のそれぞれ $\tau_{j^{-}}$開集合, $\sigma-$開集合があ

って, $U_{0}(x, y)XVo(x, y)\subset W_{J}$ と出来る.

仮定より X 」
$\subset X_{k}$ が同相の埋め込みであったから, $\exists U^{\sim}(x_{:}y)$ : $x$

の $\tau_{k}-$開近傍 $inX_{k}s.t$ . $U_{0}(x,y)\supset U^{\sim}(x.y)\cap X_{J}$ .
ここで $U^{\sim}(x,y\rangle$ , $V_{0}(x,y)$ を以下の様にそれぞれ $U(x,y\rangle$ : $\chi$ の $\tau_{k^{-}}$開

近傍 $(\subset U^{\sim}(\cross,y))inX_{k},$ $V(x,y):y$ の $\sigma-$開近傍 (\subset Vo(x, $y\rangle$ ) $in$ $Y$ と

取り直して, $W_{k}\equiv\cup(’ t,y\rangle$ $eWJ(U(x,y)\cross V(\chi,y))$ と置くと

(a) $W_{k}$ : $(x_{0}.y_{0})\text{の}\tau_{k}\cross\sigma-$開近傍, (b) $W_{J}=W_{k}\cap(X_{J}\cross Y)$

は容易にしめされる.

[ $(U(x.y),$ $V(x,y))$ の作り方] ( $x$ , 稼) $\in W_{J}$ とする.

Case 1. $v\not\in\overline{(V_{J})}$ の場合.

$U(x,y)\equiv U^{\sim}(x,y),$ $V(x,y\rangle\equiv V_{0}(x.y)\cap$ $(\overline{(V_{J})})$ c と置く .
Case 2. $y\in\overline{(V_{J}\rangle}$ の場合.

[条件 $C$ ]より各 $i\in$ Aに対して X $J+1$ の中の $x_{0}$ の (X $\lrcorner+1’ X_{J}$ ) $\tau_{\lrcorner+1}$

$-$開分離族 $u_{J}\equiv\{U^{J}b\}_{beBJ}$. から $\overline{V_{J}}$ の{$\mathfrak{b}\ovalbox{\ttREJECT}$斜被覆 {V $J_{b}\}_{beBJ\iota}$ } への順序

同型を与える全単射があるから, それを $U^{J}b\Leftrightarrow V^{J_{b}}$ と同じ $b$ により示す.
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$y\in V^{J}b$ となる $b$ があるから, 対応する $U^{J}b$ を使って

$U(x, y)\equiv lT^{\sim}(x.y\rangle\cap\langle U^{J}bUX_{J}),$ $V(x_{*}y)\equiv V_{0}(\cross 0,y\rangle$ $\cap V^{s_{b}}$ と定める.

もし $t^{1}$ が 2つ以上の $V^{J}b$ に属している時は, $b_{1}\prec b_{2}$なら $U^{J}b1\supset U^{J}b2$

なので, 和を取った時に $V$ では $U^{J}b1\cross\{y\}(\supset U^{J}b2\cross\{y\})$ が利いて来る.

こうして作った $W=\bigcup_{J}W_{J}$ は $(\chi 0’ y_{0})$ を含み, $c_{\nabla’j(A}$ で $W_{J}$ $=$

$W\cap(X_{J}\cross Y)$ は $\tau_{J}\cross\sigma-$ 開集合だから, $\tau^{2_{-}}$開近傍である. 従ってこれ

が $\tau^{1}\cross\sigma-$開近傍にならぬ事を示す.

もし $W$ が (Xo, $yo\rangle$ $\text{の}\tau^{1}\cross\sigma-$開近傍であるならば, $x0\in X,$ $yo\in Y$のそ

れぞれ $\tau^{1_{-}},$ $\sigma-$開近傍 $U(\subset X),$ $V(\subset Y)$ があり $U\cross V\subset W$ となる.

さて $\mathfrak{B}\equiv\{V_{J}\}$ は yo $\epsilon Y$ の単調減少基本開近傍系だから $\exists j$ (A $s.t$ .
V $\supset V_{J}$ . 上の取り方から $W_{1_{\iota}’}=W\cap(X_{k}\cross Y)=\cup(x,y\rangle eWj\langle U(x,y)\cross$

V $(x, y)\rangle$ . これが $U_{k}\cross V=U\cross V\cap(X_{1_{\backslash }^{r}}\cross Y)$ の形の近傍を含むから,

$\backslash /\nabla y\epsilon V_{1_{\iota}^{r}}$ について, 特に $\backslash \nabla^{J}(\chi,y)\in_{\backslash }W_{J}U(x,y)\supset U$ でなくてはならない.

ところで上記の Case 2 の取り方により, $U(x,y)\subset U^{J}b$ , 即ち

$U\subset\bigcap_{yeVJ}U(x,y)\subset$ $\bigcap_{b}U^{J}b$ .
仮定により右辺は xo の近傍ではないのでこれは矛盾である. I
命題 34 $Y$ を $T_{3^{-}}$空間, $x_{O}\in X\equiv 1im_{J}X_{J}$ (位相は $\tau^{1}\rangle$ $\text{で}X_{J}$の中の

$\chi_{0}$ のある $\tau_{J^{-}}$開近傍 $U$ (j)が $U(j)\subset U(i+1)$ を満たす様に取れて, その

各点の $X_{J+1}$ の中の X $J$ の分離指数が=様に $s$ 以上であるとする. 一方

$yo\in Y$ (位相は $\sigma$ ) が被覆指数が $s$ 以下の基本閉近傍系 { $\overline{V}_{J}$ IV $J$ : 開集合}

を持つとする.

この時 ( $x_{0}.y_{0}\rangle\in X\cross Y\equiv 1im_{j}(X_{J}\cross Y\rangle$ の $\tau$ 2-近傍はまた $\tau$
1 $\cross$ \mbox{\boldmath $\sigma$}-近

傍である.

証明 $(x_{0},y_{0})$ の XX $Y$ の中の $\tau_{2^{-}}$開近傍を $1\lambda l$ とし, $W_{J}=W\cap$
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(X $J\cross Y$ ) と書く. $x_{0}\in X$ の $\tau_{1^{-}}$開近傍 $U$ と $yo\in Y$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}-近傍 V が

取れて, $U\cross V\subset W$ が言えればよい.

さて $(x_{0},y_{0})\in W_{1}$ ( $\tau_{1}\cross\sigma-$開) $\subset X_{1}\cross Y$ より $X0$ の開近傍 $U^{1}\langle\subset$

$U(1))$ と yo0)開近傍 V( $\subset$ Vl)があって, $U^{1}\cross\overline{V}\subset W_{1}$ となる.

次に $\forall k\leqq j$ で $\chi_{0}$ の \tau $k$ -開近傍 $U^{k}$ が (1) $U^{k}\subset U(k),$ $(2\rangle 17^{k-1}=$

$U^{k}\cap X_{k-1},$ (3) $U^{k}\cross V\subset W_{k}$ を満たす様に作れたとして, $U^{J+1}$ をつくる.

$U^{J}\cross\overline{V}\subset W_{J}$ より, $\forall x\in U^{J}\text{で}\{\chi\}\cross\overline{V}\subset W_{J}$ . 即ち $x\in U^{J}$ の $\tau_{J+1^{-}}$開

近傍 $U_{J+1}(x,y)$ と $y\in\overline{V}$ の $\sigma-$開近傍 $V_{J+1}(x,y)$ があって,

(1) $U_{J+1}(x.y\rangle\subset U(j+1), (2\rangle U_{J+1}(x.y)\cap X_{J}\subset U^{J},$(3) $U_{J+1}(x,y)X$

V $J+1(x,y\rangle\subset W_{J+1}$ .
明らかに V $\subset U_{\nu ev}- V_{J+1}(\chi,y)$ . $\overline{V}$ め被覆指数が $s$ 以下だから, この

被覆から基数 $s$ 以下の部分被覆 V $\subset\cup\nu e1$
。

$V_{J+1}(x,y\rangle$ を取る事が出来る.

$x$

.
での分離指数が $s$ より大きいとの仮定から対応して $U_{J+1}(\chi)\subset$

寡 $yel$ 。
$U_{J+1}(\cross,y)$ となる $x$ の開近傍が取れて, 作り方から (1) $Us+1(x)$

$\subset U(j+1),$ (2) $U_{J+1}(\chi)\cap X_{J}\subset U^{J},$ (3) $U_{J+1}(\chi)\cross\overline{V}\subset W_{J+1}$を満たす.

$U_{J+1}\equiv U,‘ eujU_{J+1}\langle\chi$) と置くと上から

(1) $U_{J+1}\subset U(j+1),$ $(2\rangle U_{J+1}\cap X_{J}=U^{J},$ $(3\rangle U_{J+1}\cross V\subset W_{J+1}$

となる. $iJ\equiv\cup s$ UJ は (2) より $\tau^{2_{-}}$開集合で, (3) より $U\cross\overline{V}=$

$\bigcup_{J}U_{J}\cross\overline{V}$ $\subset\bigcup_{J}W_{J}=W$ を満たし, 従って求めるものである. I
系 $X\equiv 1im_{J}X_{J}$ の $\forall i$ で $X0$ が X $J+1$ の中の XJ の縁点であり,

cardnal $ity\aleph_{0}$ の ( $X_{J+1},$ $X$ J)-分離族 ]$\downarrow J$ を持つとする. また $Y$ は

第ー可算公理を満たす T3\rightarrow 空間で, yo は Lindel\"of点であるとする.

この時稼 0が $Y$ で, コンパクトな近傍を持つ事が, $(x_{0}, y_{0})$ の $\forall\tau^{2_{-}}$

近傍が, 又 $\tau^{1}\cross$ \mbox{\boldmath $\sigma$}-近傍となる為の必要十分条件である.
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特に $\{X_{J}\}_{J}$ が全て第一可算公理を満たし, 全ての $X_{J}$ の点が X $J+1$ の中

の $X_{J}$ の縁点となるなら, $Y$ が局所コンパクト空間である事が, $\tau^{2}=$

$\tau^{1}X\sigma$ となる為の必要十分条件である.

証明 [十分置] コンパクト空間は $T_{3^{-}}$分離公理を満たすから, yo は基本

閉 (コンパクト)近傍系 { $\overline{V}$ I V: 開集合} を持つ. yo はコンパクト点で V

の被覆指数は $\aleph_{0}$ , また補題 28(1) により, 全ての点で分離指数は $\aleph_{0}$

以上であるから, 命題 34 を使い結果が得られる.

特に $Y$ が局所コンパクト空間なら, 全ての $y\epsilon Y$ はコンパクト点で,

$\backslash \nabla^{J}y$ の $\backslash \nabla^{J}T^{2_{-}}$近傍が又 $\tau^{1}X\sigmarightarrow$近傍となり, 従って $\tau^{2}=\tau^{1}\cross\sigma$ となる.

[必要性] {Xj}」が全て第一可算公理を満たすとしたから, 補題 28 によ

り, $X$ の分離指数は 鞠で $cofi$ nal tyPe は $\omega- type$ である. もし yo が

$Y$ で $Li$ ndel\"of点でコンパクトな近傍を持たないなら, yo の基本開近傍系

$\{VJ\}_{J}\text{で}$ , $c_{\nabla’j}$ で $\overline{V}_{J}$ が非コンパクト, すなわち $\overline{V}_{J}$ の被覆指数は有限で

はなくしかも鞠以下, つまり丁度 $\aleph_{0}$ で, $cofi$ nal tyPe は $\omega- type$ にな

る. 従って [条件 $C$ ] が満たされ, 命題 33 により, $(X0’ yo)(\in X\cross Y)$

の $\tau^{2_{-}}$開近傍であるが , $\tau^{1}\cross\sigma-$陣近傍にならぬ集合を作る事ができる.

つまり $\tau^{2}=\tau^{1}\cross\sigma$ の為には, $\backslash \nabla’y\in Y$ がコンパクト近傍を持つ事, す

なわち $Y$ が局所コンパクトである事が必要である. I

☆一般に $Y_{J}$ が全て局所コンパクト空間でも $Y\equiv\tau^{1_{-}}\lim_{J}Y$
」 は局所コ

ンパクトにはならない. つまり例 4の結果は”Y自身が局所コンパク Iが積

位相が極限操作と可換になる為に必要ではない事を示す. 例 4と命題 34系

を比べると, $Y$ が第一可算公理を満たしていない事に起因する事が判る.

\S 5. $\tau$ BS-位相

全 \S で見た様に, 帰納的極限位相 $\tau^{1}$ では, 積位相が極限操作と可換に

$-81-$



なる為に, 両積空間の位相に相互に関連した条件を必要とした. これは $\tau^{1}$

が強過ぎる為であるとも考えられる. そこで条件 ($) の下でもっと弱い位相

を選んで, 積と極限操作が可換になるものが無いかを考える. その 1つが前

報告の中で位相群に対して定義した筍位相 $\tau_{BS}$ に準じる以下の位相である.

ここでは $X\equiv Iim_{J}X_{J}$ に現れる空間 $X_{J}$ は全て一様位相空間とし, 埋め

込み X $J$
$\subset X_{J+1}$ は常に一様連続であるとする.

位相空間 $X$ で $\Delta\equiv$ $\langle$ $(x,x)\in$ $X\cross X\}$ , A, $B\subset X\cross X$ に対して

$\Lambda^{-1}\equiv$ { $(y,x\rangle$ ( XXX 1 $(x,y)\epsilon$ A } ,

$AoB\equiv\langle(x,z)\in$ XXX 1 $\exists y\in Xs.t,(x,y)\in A,(y,z)\in B\}$ と書く.

定義 35 X 上のー様構造 $\iota\iota\equiv\langle U$ } とは, $X\cross X$ の部分集合の族で次

の条件を満たすものを言う.

(1) $\backslash \nabla’U\xi u,$ $\forall V(\subset X\cross X)\supset U\Rightarrow$ V $\epsilon 11$ ,

(2) $\forall U,$ $V\in 1\downarrow$ $\Rightarrow$ $\exists W\in 11s.t$ . $W\subset U\cap V\in \mathfrak{U}$

(3) $\forall U\epsilon 1I$

(4) $\backslash /\nabla U\epsilon 11$

(5) $\backslash \nabla^{J}U\epsilon u$

$\Rightarrow$ $\Delta\subset U$

$\Rightarrow$ $U^{-1}\in 11$

$\Rightarrow$ $\exists V\in \mathfrak{U}s.t$ . Vo $V\subset$ U.

$1\lambda$ の元 $U$ を近回 (entourage) と呼ぶ. 特に次の分離条件を仮定する.

(6) $\cap U=$ $\Delta$

$X$ 上に一様構造 11 に対して, $\backslash \nabla^{J}x\in X$ と $U\in 1\lambda$ で $U(x\rangle$ $\equiv\{y\in X$ I

$(x,y)\in U\}$ とすると, $\mathfrak{U}(x)\equiv\{U(x)| U\in u\}$ は $\chi$ の近傍系を与える.

各 $x\in X$ について近傍系 11 (x) を与えこれが定義する X の位相をー様位

相と言い, この様な構造を持った $X$ を=様位相空間であると言う. 1
[ー様位相空間の積] 2つのー様位相空間 $X,$ $Y$ の一様構造をそれぞれ $1\lambda$

$\equiv\{U(\subset X\cross X\rangle\},$ $\mathfrak{B}\equiv\{V(\subset Y\cross Y)\}$ とすると, $3\equiv\{U\cross V\subset$
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$X\cross X\cross Y\cross Y$ $|U\in 11,$ $V\in \mathfrak{B}\}$ は積空間 $Z\equiv X\cross Y$ の–様構造を与え

る. この一様位相空間 $Z$ を $X$ , $Y$ の積空間と言う. 1
[一様連続性] ー様位相空間 $X$ から, 別の=様位相空間 $Y$ への写像

$\varphi$ : $Xarrow Y$ が一様連続であるとは, $Y$ の近域 V の $<,px\varphi$ による逆像

$(\varphi\cross\varphi)^{-1}(V)$ が, $X$の近域となる事を言う. I

☆一様連続写像は, 対応する位相で測って連続である.

定義 36一様構造 $11=\{U\}$ を持つ空間 $X$ の部分集合 $E$ と,

$\backslash \nabla^{1}U\in \mathfrak{U}$ に対して $U\langle E$ ) $\equiv\{x\in X|\exists y\in Es.t. (y,x)\in U\}$ を $E$

の $(U-)$ -様近傍と言う. I
$X\equiv 1i|r_{J}X_{J}$ において, 各 X $J$

が一様位相空間 ( 近域の全体を $1\lambda_{J}=$

$\{U_{J}\}$ とする) の時を考える.

定義 37 [PTA-集合] $B(\subset X_{J}\cross X_{J})$ が PTA-集合であるとは,

$\backslash /\nabla k>i\backslash$ に対して, $\forall$戦域 $U_{k}(\subset X_{k}\cross X_{k})$ で $\exists$近域 $V_{k}(\subset X_{k}\cross X_{k})$

で $U_{1_{\vee}’}oB\supset BoV_{k}$ となる事を言う.

また $\forall j$ で空間 X $J$ に PTA-集合である近軍略の基が存在する時, 一様

位相空間族 {X $J$ } $J$ を PTA-族であると言う.

補題 38 2つの PTA-族 {X $J$ } $J$ , $\{Y_{J}\}J$ から作った=様空間族

{X $J^{\cross Y_{\lrcorner}\}}J$ はまた PTA-族をなす.

証明定義によりそれぞれの $[PTA]-$溜域族 $\{U_{J}\}J’\{V_{J}\}J$に対して, そ

の積 $\{U_{7,\sim}\cross V_{J}\}J$は空間族 {X $J^{\cross Y_{j}\}}J$に対して $[PTA]-$近域族を作る. 1

補題 39 PTA-族 {X $j$ } $J$ で, それぞれの $j$ について PTA-集合である

近域 $U_{-^{i}}$ を取り固定する. そして $U_{N}\equiv U_{N}oU_{N-1}o\sim\cdot$ . $oU_{2oU}_{1}$ を

作り, $U^{\sim}\equiv U_{N}U_{N}\sim$ と置くと, $\{U_{J}\}J$ を走らせた $\{U^{\sim}\}$ 全体は $X\equiv$

$|_{||||J}X_{J}$ の=様構造を与え, $U^{\sim}$はその近域となる. I
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証明一様構造の条件 (1),(3),(6)は明らか. (2) は各 $j$ で $\exists W_{J}\in 11_{J}$

$s.t$ . $W_{J}\subset U_{J}\cap V_{J}$ となるから, $W_{N}\equiv W_{N}oW_{N-1}o\sim\cdots oW_{2}oW_{1}$ ,

$W^{\sim}\equiv U_{N}W_{N}\sim$ と置くと, $W^{\sim}\subset U^{\sim}\cap V^{\sim}$ となる. (4) は [PTA] を使って,

$\backslash \nabla^{J}N$ で $U_{N}oU_{N-1}O\cdots oU_{1}\supset V_{1^{-1}}oV_{2^{-1}}o\cdot\cdot$ $oV_{N^{-1}}$ となる近

域系 {V $J$ } が取れるので, この系から $V^{\sim}$ を作ればよい.

(5) はまず各 UJ に対して $V_{J}oV_{J}\subset U_{J}$ を満たす [PTA] の $V_{J}$ を取

る. まず $W_{1}\equiv V_{1}$とし, $\backslash i$ についての $i$ nduct $i$ on で [PTA]-近域族 $\{W_{J}\}$ を,

$(W_{N-1}o\cdot\cdot OW_{1})O(W_{N-1}o\cdot$ $oW_{1}\rangle$ $\subset U_{N-1}o\cdot$ $oU_{1}$ より $W_{N}\subset$

$V_{N}$ かつ $V_{N}o(W_{N-1}o\cdot\cdot oW_{2}oW_{1})\supset(W_{N-1}o\cdot oW_{2}oW_{1})oW_{N}$

となるように $W_{N}$ を決めて行く. そうすれば $\forall N$ で $U_{N}o\cdot\cdot oU_{1}\supset$

$(W_{N}o\cdot oW_{2}oW_{1})o(W_{N}O\cdot oW_{2}oW_{1})$ となる事が言えるから,

$W_{N}\equiv W_{N}o\sim\cdot\cdot oW_{2}oW_{1},$ $W^{\sim}\equiv\bigcup_{N}W_{N}\sim$ で $W^{\sim}oW^{\sim}\subset U^{\sim}$ となる. I
定義 4 $0$ 補題 39 で与えた $X$ の近域を筍型近域, $\langle$ $U_{J}\}$ をそれぞ

れの $j$ について XJ の=様構造を与える近域を全て走らせて出来る X の

近域系 $\{U^{\sim}\}$ から定義される X の=様構造を門下一様構造と言い, この

構造により導入される X の一様位相 $\tau_{BS}$ を筍型ー様位相と言う. I
補題 41 2つの=様位相空間の [PTA]-族 {X $J$ } $J$ , $\{Y_{J}\}J$ とその

積空間族 {X $J^{\cross Y_{J}\}}J$ のそれぞれから作った帰納的極限 X $\equiv 1im_{J}X_{J}$ ,

$Y\equiv \mathfrak{l}im_{J}Y_{J},$ $Z\equiv 1im_{J}(X_{J}\cross Y_{J})$ に, それぞれ四型ー様構造をいれ,

それにより導入される二型–様位相をそれぞれ $\tau_{X},$ $\tau_{Y},$ $\tau_{Z}$ とすれば,

$\tau_{X}\cross\tau_{Y}$ $=$ $\tau_{Z}$

証明 $\tau_{X}\cross\tau_{Y}$ $\prec$
$\tau_{Z}$ (ー様) は補題 4の議論の通りで容易に判る.

逆を示す. それぞれの近域系を $\{U^{\sim}\}$ , $\{V^{\sim}\}$ , $\{W^{\sim}\}$ とする. $x_{0}\in$

X, $yo\in Y$を取る. 簡単の為. $x0\in X_{1},$ $y0\in Y_{1}$ としてよい. $x_{0}\in X,$ $y_{0}$
$($
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$Y,$ $(X0’ yo)\in X\cross Y$ それぞれの近傍は { $x\in X$ I $(X0,x)\in U^{\infty}$ } , $\langle y\in Y$

$|(yo,y)\xi V^{\sim}\}$ , $\{(x_{:}y)\in X\cross Y |((\cross 0,yo),(x,y))\in W^{\sim}\}$ の形で与えら

れる. $W^{\sim}$ は $XXY$ の近域だから, $U_{N}W_{N}\sim$ の形の集合を含む. ここで

$X_{J}\cross Y_{J}$ それぞれの近域族 $\langle$ $W_{J}\}J$ が存在して $W_{N}=W_{N}O\sim\cdot$ $oW_{2o}$

$W_{1}$ である. $W_{J}$ は $X_{J}\cross Y_{J}$ の群群なので, X $J$ の閉域 $U_{J},$ $Y_{J}$ の町域

V $J$ が存在して $U_{J}\cross V_{J}$ $\subset W_{J}$ となる. すなわち $W_{N}=W_{N}O\sim\cdot$ $oW_{2}$

$oW_{1}\supset(U_{N}\cross V_{N})O\cdot\cdot o(U_{2}\cross V_{2})O(U_{1}\cross V_{1})=(U_{N}o\cdot\cdot oU_{2}o$

$U_{1})\cross(V_{N}o\cdot OV_{2}OV_{1})=U_{N}\cross V_{N}\sim\sim$ , 但し $U_{N}\equiv U_{N}o\sim\cdot$ $oU_{2o}$

$U_{1},$ $V_{N}\equiv\sim V_{N}o\cdot$ $OV_{2OV}_{1}$ はそれぞれ $X_{N},$ $Y_{N}$ の景域である. そ

こで $W^{\sim}\supset\bigcup_{N}W_{N}\sim\supset$ $\bigcup_{N}(U_{N}\cross V_{N})\sim\sim=\langle\bigcup_{N}U_{N})\sim\cross(\bigcup_{N}V_{N})\sim=U^{\sim}\cross V^{\sim}$

となり $\tau_{X}\cross\tau_{Y}$ $\succ$
$\tau_{Z}$ (一様) が示された. I

\S 6 帰納的極限同士の写像の連続性

位相空間の 2つの帰納系 $\{X-^{1}\}$ と $\{Z_{J}\}$ で, 各 $j$ について連続写像

$\varphi_{J}$ : $X_{J}BZ_{-\{}$ があり, $\forall k>j$ で $\varphi_{k}1_{XJ}=\varphi_{J}$ とすると $\varphi$ I){」$\equiv\varphi_{J}$ と

して $\varphi$ : $X\equiv 1im_{J}X_{J}arrow Z\equiv tim_{J}Z_{J}$ への写像 $\varphi$ を=意に定義出来る.

補題 42 X $\equiv 1i_{I\Uparrow_{\vee}\dagger}X_{J}$ で各 $j$ に対して, X $J$ の開集合 WJ が与え

られて, $\backslash \nabla^{J}i$ で $W_{J}\subset w_{\vee}1+1$ を満たしているとする. この時 $W\equiv\bigcup_{J}W_{J}$ は

帰納的極限位相に関して開集合である.

証明 $"\backslash \nabla^{J}jW\cap X_{J}$ が XJ で開集合” を言えばよいが, $\forall k>j$ で $W_{k}$ は

$X_{k}$ で開集合だから当然 $W_{k}\bigcap_{\iota}X_{J}$ が X $J$ で開集合であって, $W\cap X_{J}=$

$\bigcup_{k>J}W_{k}\cap X_{J}$ は $X_{J}$で開集合である 1
補題 43X, $Z$ に共に極限位相を入れる時, $\varphi$ は連続である.

また $\{X_{t,\vee}\}$ と $\{Z_{J}\}$ が共に一様位相空間の [PTA]-族であるなら, 2つ
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の帰納的極限空間に入れた $\tau$ BS-位相で $\varphi$ は=様連続となる.

証明 X, $Z$ の極限位相を $Tx,$ $Tz,$ $\tau_{BS^{-}}$位相を $T^{BSx},$ $\tau^{BS}$. $z$ と書く.

$\tau z^{-}$開集合 $W\langle\subset Z$ ) に対して, $\varphi^{-1}(W)$ が $\tau_{X^{-}}$開集合になる事を言う.

$\forall x\in\varphi^{-1}(W)$ で $\exists js.t$ . $x\in X_{J},$ $\exists z\in W$ $s.t$ . $\varphi(x)=z$ . $\varphi$ の定義よ

り $\varphi_{J}(x)=z\in W\cap Z_{J}$ としてよい. つまり $\varphi^{-1}(W\rangle=\bigcup_{J}\varphi_{t^{-1} ,\vee}(W\cap Z_{J})$ .
さて ”

$W(\subset Z)$ が $\tau_{Z^{-}}$開集合” $\Leftrightarrow$ $"\backslash v’jW\cap Z_{J}$ が $Z_{J}$で開集合を

$\Rightarrow\varphi_{\dot{J}}$ が連続だから $\varphi_{J^{-1}}(W\cap Z_{J})$ が X $J$ で開集合

補題 42 により $\varphi^{-1}(W)=\bigcup_{J}\varphi_{J^{-1}}(W\cap Z_{J})$ は $\tau_{X^{-}}$開集合である.

次に $W^{\sim}$( $\subset Z\cross$ Z)を $Z$ の $\tau$ BSzを定義する近域とする. $W^{\sim}=U_{N}W_{N}\sim$ ,

$W_{N}=W_{N}o\sim\cdot\cdot oW_{2}oW_{1}$ (WJ は $Z_{J}$ の近域 )としてよい. $\overline{\varphi}_{J^{-1}}(W_{J})$

$\equiv$ ( $\varphi_{J^{-1}}\cross\varphi$ j-,)(Wj)は X $J$の近域で, $\overline{\varphi}_{N^{-1}}(W_{N})0\cdot$ $0\overline{\varphi}_{2^{-1}}(W_{2}\rangle 0$

$\overline{\varphi}_{1^{-1}}(W_{1})=\overline{\varphi}_{N^{-1}}(W_{N}o\cdot oW_{2}oW_{1})=\overline{\varphi}_{N^{-1}}(W_{N})\sim\equiv U_{N}\sim$ か

ら作った $U^{\sim}\equiv\bigcup_{N}U_{N}=\sim$ $\overline{\varphi}^{-1}(W^{\sim}\rangle$ は X の近域である. I
さて $\{X_{J}\}=\{Z_{J}\}$ $(\equiv\{C_{\iota\lrcorner}\} )$が位相群である時を考える. $G\equiv$

1 $im_{J}G_{J}$ が位相群になる為には, 群演算 $G\cross G\ni(g.h)arrow gI\uparrow- 1\in G$ 連続であ

る事が必要十分である. ところで $\backslash \nabla^{J}j$ で $G_{J}$ は位相群であるから

$G_{J}\cross G_{J}\ni(g,h)arrow gh- 1\in G_{J}$ は連続であるから, 補題 43 により

系群演算に対応する写像で 1 $im_{J}(G_{J}\cross C_{v\lrcorner})p|im_{J}G_{J}$ は, 両辺の帰納的

極限位相を関して連続である.

また $\{C_{vj}\}$ が $[PTA]-$系なら, 両辺の筍一様位相を関して連続である. I
最終的に補題 41とあわせて

補題 44位相群の帰納系 $\{G_{J}\}$ において, $\tau^{1}((1i\mathfrak{n}|1G_{J})\vee\cross(1im_{J}G_{J}\rangle)$

$=$ $\tau^{1}([im_{J}(G_{J}\cross C_{\iota j}))$ なら, 1 $im_{J}G$ 」 は極限位相で位相群になる.

また $\{G_{1,\vee}\}$ が [PTA]-系なら, 1 $im_{J}G_{J}$ は筍一様位相で位相群になる. 1
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