
EXPLICIT NEWTON’S FORMULAS FOR $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$

伊藤稔 (京大理)

本講演では Lie 環 $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ の普遍包絡環 $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ の中心の二つの基本的な生成系 – それぞれ

Capelli [Cal] と Gelfand [Ge] によって与えられた一の具体的な関係を述べる. 前者の生

成系は行列式を用いて表示されるが, Lie 環佳 $1_{n}$ に特有のものであり Capelli 恒等式を通じ

て古典的な不変式論で重要な役割を果たしてきた. 後者はトレースを用いて表され, その構

成法はよりー般に他の Lie 環にも適用できる. これら異なる性格の生成系の間の二つの具体

的な関係式が主な結果である. 対称式のレベルではその関係式は基本対称式と巾和対称式の

関係を表した Newton の公式に相当する.

まず上記の生成系の定義を与えよう. $\{E_{ij}\}$ を $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ の標準的な基底として, これらを要素

とする行列 $E=(E_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ を考える. 行列式

(1) $C(\lambda)=\det(E+diag(n-1, n-2, \ldots, 0)-\lambda I)$

は任意の $\lambda$ に対し普遍包絡環の中心 ZU $(9\mathfrak{l}_{n})$ に属することが知られている. ここで非可換

な要素を持つ行列式は次の交代和で定義している:

$\det(a_{ij})_{1\leq i,j\leq n}=\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}sgn(\sigma)a_{\sigma(1)1}a_{\sigma(2)2}\cdots a_{\sigma(n)n}$
.

$r$ 次の Capelli element $C$, をこの $C(\lambda)$ の展開

れ

(2) $C( \lambda)=\sum_{r=0}(-)^{r}\lambda^{(r)}C_{n-r}$

で定義する. ただし $\lambda^{(r)}=\lambda(\lambda-1)\cdots(\lambda-r+1)$ は階乗函数を表す. この $C_{1},$
$\ldots,$

$C_{n}$ は

ZU $(g\mathfrak{l}_{n})$ を生成することが知られている.

-方 Gelfand によって与えられた生成系は

(3)
$P_{r}= tr(E^{r})=\sum_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{r}}E_{i_{1}i_{2}}E_{i_{2}i_{\}}\cdot$

. . $E_{i_{f}i_{1}}$

と表される. この $P_{1},$
$\ldots,$

$P_{n}$ が中心 ZU $(9\mathfrak{t}_{n})$ に属することは容易に分かるが, さらに ZU $(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$

を生成していることが知られている.

本講演の主結果はこれら二つの生成系の間の関係を表す次の二つの等式である.

Typeset by $A\Lambda\beta Tff$

72

表現論シンポジウム報告集, 1997
pp.72-77



Theorem 1. (Newton’s formulas for $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ ) $C_{r}$ と君の問に次の関係が成り立つ:

(i) $\sum_{r=0}^{k}(-)^{r}\tilde{C}_{k-r}P_{r}=-(\tilde{C}_{k+1}-C_{k+1}(-1))$

$= \sum_{t=0}^{k}\tilde{C}_{k-t}$ .

(ii) $\sum_{r=0}^{k}(-)^{r}C_{k-r}(k-n)\tilde{P}_{r}=-(C_{k+1}(k-n)-C_{k+1}(k-n-1))$

$=(n-k)C_{k}(k-n-1)$ .

ここで $C_{r},\tilde{C}_{r}(\lambda),$$C_{r}(\lambda),\tilde{P}_{r}$ は次で定義される :

れ

$C( \lambda)=\sum_{r=0}(-)^{r}\lambda^{r}\tilde{C}_{n-r}$
,

$n$ $n$

$C( \lambda+\mu)=\sum_{r=0}(-)^{r}\lambda^{r}\tilde{C}_{n-r}(\mu)=\sum_{r=0}(-)^{r}\lambda^{(r)}C_{n-r}(\mu)$
,

$\tilde{P}_{r}=tr(E^{(r\rangle})=tr(E(E-I)\cdots(E-(r-1)I))$ .

Remark: Theorem 1に現れる $\tilde{C}_{r},\tilde{C}_{r}(\lambda),$ $C_{r}(\lambda),\tilde{P}_{r}$ は $C0,$
$\ldots,$

$C_{r}$ または $P_{0},$
$\ldots,$

$P_{r}$ の第

1種 Stirling 数および二項係数を係数とする線型和で書くことができる. しかし Theorem 1
の (ii) は単にこれらの線型変換のみによっては (i) から導かれないことに注意する.

この関係式は対称式に関する Newton の公式に相当するものである. 実際 $E$ の代わりに

可換な要素を持つ行列を考えてみると, $C_{r}$ と $P_{r}$ はそれぞれ行列の固有値の $r$ 次基本対称

式と $r$ 乗和に相当する. 次のように古典的な Newton の公式はそれらの関係を表している.

Theorem 2. (Classical Newton’s formula) $n$ 変数の対称式環において $r$ 次基本対称

式 $s_{r}$ と $r$ 次巾和対称式 $q_{r}$ の問に次の関係が成立する:

た

$\sum_{r=0}(-)^{r}s_{k-r}q_{r}=(n-k)s_{k}$ .

この古典的公式との比較に関し少し注意をしておく. Theorem 1の右辺に現れる後退差

分は Newton の公式では微分に相当する (Note の (5) を参照). この意味で Theorem 1の (i)
は Newton の公式に対応する. 実際 Theorem 2の右辺は微分を用いて

$(n-k)s_{\text{た}}(x_{1}, \ldots, x_{n})=-\frac{d}{d\lambda}s_{k+1}(x_{1}-\lambda, \ldots, x_{n}-\lambda)|_{\lambda=0}$
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と書くことができる. Theorem 1の (ii) に相当する古典的公式は次の (4) になるが, それが

既に Capelli $_{\vee}\sim X$ って得られていたことは興味深い $([Ca2])$ :

(4) $\sum_{r=0}^{k}(-)^{r}\tilde{s}_{k-r}(k-n)\tilde{q}_{r}=-\frac{d}{d\lambda}\tilde{s}_{k+1}(k-n+\lambda)|_{\lambda=0}$ .

ここで $\tilde{q}_{r},\tilde{s}_{r},\tilde{s}_{r}(\lambda)$ は $\tilde{q}_{r}=\sum_{i=1}^{n}x_{i}^{(r)}$ と

れ

$(x_{1}- \lambda)\cdots(x_{n}-\lambda)=\sum_{r=0}(-)^{r}\lambda^{(r)}\tilde{s}_{n-r}$
,

$(x_{1}- \lambda-\mu)\cdots(x_{n}-\lambda-\mu)=\sum_{r=0}^{n}(-)^{r}\lambda^{(r)}\tilde{s}_{n-r}(\mu)$

によって定められる.

Note: Theorem 1の (i) は $U(gl_{n})-$ 係数の形式的巾級数の等式

(5) $\frac{C(\lambda)-C(\lambda-1)}{C(\lambda)}=\sum_{k=0}^{\infty}\lambda^{-1-k}P_{\text{た}}$

に書き直される $([U])$ . この等式は Lie superalgebra の Yangian におけるさらにー般的な結

果からも導かれる ([Nal], [MNO]) が, 我々の扱いはより直接的である. また先程述べたよ

うに (ii) は (i) の単純な帰結ではない.

Sketch of proof. 以下 Theorem 1の (i) の証明の概略を述べよう. [PP1] における $P_{r}$ の

固有値の記述を利用して, 既約表現における固有値の関係に帰着させる. なお (ii) もやや複

雑だが同様の方法で証明される.

普遍包絡環 $U(\mathfrak{g}1_{\ovalbox{\ttREJECT}})$ の各元は既約表現全体で決定されるから, Theorem 1の (i) を証明す

るには深さ $n$ 以下の Young 図形 $D$ に対し次の関係式を示せばよい:

(6) $\sum_{r=0}^{k}(-)^{r}\tilde{C}_{k-r}^{D}P_{r}^{D}=-(\tilde{C}_{k+1}^{D}-\tilde{C}_{k+1}^{D}(-1))$ .

ここで $D$ でパラメトライズされる $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ の既約表現 $\rho_{D}$ における $Z\in ZU(gl_{n})$ の固有値

を $Z^{D}$ で表している. 固有値 $\tilde{C}_{r}^{D}$ と $P_{r}^{D}$ の具体的な記述は次の Lemma 3, 4で与えられる.

$D=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})$ に対し $l_{i}=m_{i}+(n-i)$ とおく.

Lemma 3. $C(\lambda)$ の固有値は次で与えられる :

$C^{D}(\lambda)=(l_{1}-\lambda)(l_{2}-\lambda)\cdots(l_{n}-\lambda)$.

特に $\tilde{C}_{r}^{D}$ は $l_{1},$

$\ldots,$
$l_{n}$ の $r$ 次基本対称式となる.
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Lemma 4. $P_{r}$ の固有値は次で与えられる:

れ

$P_{r}^{D}=S(A_{D}^{r})= \sum_{i,j=1}(A_{D}^{r})_{ij}$
.

ここで $S$ は行列のすべての要素の和を表す. また $A_{D}$ は

$A_{D}=$

という上三角行列である.

Lemma 3は $C(\lambda)$ の highest weight vector への作用により簡単に確かめることができる
が, Lemma 4は自明ではない ([PP1] または [Z] の Ch XI を参照).

Lemma 3, 4より等式 (6) の両辺は $l_{1},$

$\ldots,$
$l_{n}$ の多項式である. よって (6) は $l_{1},$

$\ldots,$
$l_{n}$

を不定元と見なして証明すればよい. 以下 $l_{1},$

$\ldots,$
$l_{n}$ を不定元として議論を進める. Lemma 3

により行列 $A_{D}$ の固有多項式は

$\det(\lambda I-A_{D})=(\lambda-l_{1}\rangle\cdots(\lambda-l_{n})=\sum_{r=0}(-)^{n-r}\tilde{C}_{n-r}^{D}\lambda^{r}$

と展開される. Cayley-Hamilton の定理より,

(7) $A_{D}^{n}-\tilde{C}_{1}^{D}A_{D}^{n-1}+\tilde{C}_{2}^{D}A_{D}^{n-2}-\cdots+(-)^{n}\tilde{C}_{n}^{D}I=O$

を得る. Lemma 4から $k=n$ のとき目標の等式 (6) は単に (7) の行列要素の和を取ること

により得られる. 一般の $k$ に対しては (7) に $A_{D}^{\text{た}-n}$ を掛けて行列要素の和を取る :

(8) $S(A_{D}^{k})-\tilde{C}_{1}^{D}S(A_{D}^{k-1})+\overline{C}_{2}^{D}S(A_{D}^{k-2})-\cdots+(-)^{\text{た}}\tilde{C}_{k}^{D}S(I)$

$=-\{(-)^{k+1}\tilde{C}_{k+1}^{D}S(A_{D}^{-1})+\cdots+(-)^{n}\tilde{C}_{n}^{D}S(A_{D}^{\text{た}-n})\}$.

Lemma 4から (8) の左辺は (6) の左辺に等しい. また (8) の右辺も次の二つの補題を用いて

計算することによりやはり (6) の右辺に等しいことが分かる.

Lemma 5. $A_{D}$ の逆行列は次で与えられる :

$(A_{D}^{-1})_{ij}=$
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Lemma 6. $A_{D}^{-r}$ の各要素は $C[l_{1}^{-1}, \ldots, l_{n}^{-1}]$ の元である. さらに $r\geq 2$ に対しては, イデ

アル $(l_{1}^{-2}, \ldots, l_{n}^{-2})$ に属する. 従って各 $l_{i}$ の次数が高々 1であるような多項式と $S(A_{D}^{-r})$ と

の積の多項式部分は $0$ である.

ここで Laurent 多項式に対しその多項式部分と分数式部分を直和分解

$C[l_{1}, \ldots, l_{n}, l_{1}^{-1}, \ldots, l_{n}^{-1}]=C[l_{1}, \ldots, l_{n}]\oplus R(l_{1}, \ldots, l_{n})$

に従って定義している. ただし $R(l_{1}, \ldots, l_{n})$ はある $i$ について $a_{\dot{i}}<0$ であるような単項式

$l_{1}^{a_{1}}l_{2^{2}}^{a}\cdots l_{n^{n}}^{a}$ で張られる部分空間を表す. Lemma 5により (8) の右辺は $l_{1},$

$\ldots,$
$l_{n}$ の Lau-

rent 多項式であるが, 実際は左辺が多項式であるからその多項式部分にー致する. さらに

Lemma 6より (8) の右辺の第 $r$ 項 $\tilde{C}_{k+r}^{D}S(A_{D}^{-r})$ は $r\geq 2$ のとき多項式部分を含まないこと

が分かる. ゆえに (8) の右辺はその第 1項の多項式部分に帰着されるが, それは Lemma 5

を用いて容易に計算できる. 以上の手順により (6) が得られ, Theorem 1の (i) が証明され

る.

Theorem 1の (ii) は $A_{D}$ の固有多項式を階乗函数で展開することで, (i) と同様の方法で

証明される. また古典的な Newton の公式も $A_{D}$ の代わりに不定元 $x_{i}$ を対角に並べた行列

diag $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を考えることで同じように示すことができる.
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