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ユニタリ表現論における結果

はじめに設定と問題意識を述べます。

$G$ を実簡約線型リー群, $G’$ を $G$ の部分群であって $G$ において簡約であ

るとします。特に, $G’$ も実簡約線型リー群であることに注意しましょう。

$G$ の既約ユニタリ表現の同値類の全体 (unitary dual)1を $\hat{G^{t}}$ , 同様に,

$G’$ の既約ユニタリ表現の同値類の全体を $\overline{G’}$ と表すことにします。

さて, $G$ の既約ユニタリ表現 $\pi\in\hat{G}$ の部分群 $G’$ への制限 $\pi|_{G’}$ は, –

般には $G’$ の表現としては既約ではなく, $G^{t\prime}$ の既約ユニタリ表現の直積分

として

$\pi|_{G’}\simeq.\int\bigoplus_{\overline{G}},$ $\gamma\cap,c’’(\tau : \pi|_{\zeta_{J^{-;}}})\tau d\mu(\tau)$

$*1996$ 年 11月 20日 (表現論シンポジウム, 三河ハイツ) での講演予稿集。
$1\hat{G}$ の分類はいくつかの群を除いてはまだ完全には解決されていません。

現状については [10] の注; Orbit methocl との関連では [ $2.5|$ , Chapter .5; 日本語
では, [ $12|$ , 注 2とそこに挙げた文献表; [ $1,5|,$ \S 1などに触れられています。

Typeset by $A\mathcal{M}S- m$
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2 小林俊行 (TOSHIYUKI KOBAYASHI)

と分解されます。ここで, $d\mu$ は
$\overline{G’}$ 上の測度, $m_{G’}$

$(\cdot : \pi|_{G’}):\overline{G’}arrow N\cup\{\infty\}$

は重複度を表し, $\overline{G’}$ 上, 測度 $d\mu$ に関して殆ど到る所定義された関数です。

この既約分解の具体的な形は, 分岐則 (branching law) と呼ばれますが,

分岐則を求めることは, 特別な設定であっても, 多くの場合非常に難しい

問題 2です。 この講演での観点は, 分岐則を求める上での 「特別良いクラ

ス」 (定義 1, 2参照) を抽出することです。

1) 「特別良いクラス」が相当豊かな例を含んでいること,

2) 「特別良いクラス」の特徴付け,

3) 「特別良いクラス」が他の分野にどう関わるか?

などについて, 現時点で理解されたことのいくつかをかいつまんで説明し

たいと思います。

定義 1. 「制限 $\pi|_{G’}$ は $G’$-admissible である」 とは, 測度 $d\mu$ が離散的

であり, すべての $\tau\in\overline{G’}$ に対して重複度 $m_{G’}$, $(\tau : \pi|_{G’})<\infty$ となるとき

をいうことにします。

制限 $\pi|_{G’}$ が $G’$ -admissible である古典的な場合として次の例が知られ

ています。

Case 1) $G’=K.$ この場合, 任意の $\pi\in\hat{G}$ に対して, 制限 $\pi|_{It}$, は $I\iota^{-}-$

admissible となります 3。無限次元ユニタリ表現論は, $(g_{\mathbb{C}}, K)-$加群を考え

ることによって, 純代数的な研究対象として扱えますが, その基礎となる

のが, この Harish-Chandra による $It^{-}$-admissibility の古典的な定理です。

Case 2) $\pi$ が最高ウェイト加群 4。 この場合, ある種の簡約部分群 $G’’$ に

2例えば, 半単純対称空間 $G/H$ で $H$ が 1次元の中心を持っている場合,
$L^{2}(G/H, \chi)$ の Planclterel 型定理と, 非常に特別な表現の分岐則とは同値に
なります ( $[12|$ , 命題 6.1, 6.2) 。

3通常の呼び方では admissible ですが, 定義 1の用語法に沿うとこうなり
ます。

4例えば, Segal-Shale-Weil 表現正則離散系列表現など。 Joseph による概
説と最近の文献の案内 ([25], 2章) 参照。
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RESTRICTION OF UNITARY REPRESENTATIONS 3

対して, 制限 $\pi|_{G’}$ が $G’$ -admissible となること, 及びいくつかの特別な

場合の具体的な分岐則 (例えば Howe の意味の dual pair 対応など) が知

られています ([6], [7], [8], [19]) 。

しかし, Case (1) では部分群 $G’$ があまりにも特別であり, Case (2) で

は表現 $\pi$ があまりにも特別であって, 制限 $\pi|_{G’’}$ が $G’’$ -aclmissible である

という性質はこのような極めて特別な仮定に付随した性質であるという

第=印象を受けるかも知れません。

制限 $\pi|_{G’}$ が $G’$-admissible であるという非自明な (すなわち, $G’$ は非

コンパクトであり, $\pi$ は最高ウェイトを持たない) 最初の例は, 次の設定で

得られたものです: 「半単純対称空間 $G^{t}/H$ の=様格子 $\Gamma$ をその Zariski

閉包 $G’:=\overline{\Gamma}$ が $G/H$ に proper に作用する 5ように構成し, $\pi\in\hat{G}$ を

$G/H$ の離散系列表現として, 制限 $\pi|_{G}’$ を考える。」

これは, 次の図式

discrete 版: 離散群の properly discontinuous な作用

$\downarrow\uparrow$

continuous 版: 連結リー群の proper な作用

$\downarrow\uparrow$

representation 版: 連結リー群のユニタリ表現の admissibility

が互いに類似の概念を与えているという philosophy を示唆するものと考

えられます (最後の $\downarrow\uparrow$ は, $P^{hi1_{oSO}}\Gamma^{J1_{1}ica1}$ なものであって, 証明があるわけ

ではありません) 。

=般には非リーマン等質多様体に=様格子は存在するとは限りません。
この方面の入門書として, 最近の進展をまとめた [ $25|,$ $.3$ 章が読みやすいと

思います。
5非コンパクトなリー群の作用の中で, slice の存在を与えるという点で

コンパクト群の作用に近い概念で: $R$ . Palais[ $2.3|$ によって主唱されました。
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ここでは, 純粋に表現論的な考察をします。 まず, 定義 1で述べた ad-
.

missibility の代数的な類似物を導入します。 $Ii$ を $G$ の極大コンパクト部

分群, $K’$ を $G’$ の極大コンパクト部分群としましよう。 $=$般性を失うこ

となく, $K’\subset K$ と仮定することができます。 $G^{\mathfrak{l}}$ のりー代数を $g$ で表し

ます。

定義 2. ( $9\mathbb{C}$ , K)ー色群 $\pi$ が (琉, $K’$ )-加群として離散分解可能 (discretely

decomposable) であるとは,

$\pi\simeq\oplus_{\tau}n_{\pi}(\tau)\tau$ , ( $g_{\Gamma_{\vee}}’$ , K’)-加群としての代数的直和

と分解されるときをいうことにします。 ここで, $\tau$ は既約な ( $g_{\mathbb{C}}’$ , K’)-加

群で, $n_{\pi}(\tau)\in NU\dagger\infty\}$ とします。

$\pi$ が $(g_{\mathbb{C}}’, K’)$-加群としていつ離散分解可能となるかについて, 表現 $\pi$

および部分群 $G^{J}$ として次の重要な場合

$\pi$ : Zuckerman-Vogan の導来函手加群 $A_{q}(\lambda)$ ( $[10]$ 参照),

$(G, G’)$ : 簡約対称対 (局所的な分類は [1] 参照).

に絞って考察します。ただし, $A_{q}(\lambda)$ を考える場合, $\lambda$ にある種の dominant

condition ([10] の意味で weakly fair; そこではユニタリ化可能定理が成

り立つ 6) を仮定します。

定理 A. $G’$ ($G$ の部分群) と $q(G$ の表現 $A_{q}(\lambda)$ を定義する $\theta$ -stable な

放物型代数) に関する次の 3条件は同値:

i) $A_{q}(\lambda)$ は, 十分 regular なある $\lambda$ に対して, ( $g_{\mathbb{C}}’$ , K’)-回群として離散

分解可能。

6これは代数的手法によるユニタリ表現論の中で特に重要な結果で, 8
$0$ 年代前半に vogan [ $28|$ および wallach [ $29|$ によって独立に証明されまし
た。
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ii) $A_{q}(\lambda)$ は, すべての $\lambda$に対して, ( $g_{\mathbb{C}}’$ , K’)-加群として離散分解可能。
iii) Cone $(q)\cap Snbsp(G’)=\{0\}$ .

定理 B. 定理 $A$ の同値な条件が満たされているとき, $A_{q}(\lambda)$ のユニタリ

化を $\overline{A_{q}(\lambda)}$ とすると, $G$ のユニタリ表現 $\overline{A_{q}(\lambda)}$ の $G’’$ への制限 $\overline{A_{q}(\lambda)}|_{G^{Y\prime}}$

は $G’$ -admissible となり, 特に, 分岐則における $G’’$ の既約ユニタリ表現

の各重複度は有限となります。。

ここで, Cone(q) は $q$ によって定義される錐で, Subsp $(G’)$ は $G’$ に

よって定義される部分空間であって, いずれも $Ii^{r}$ の Cartan 代数の双対
空間の部分集合です。すなわち, $(G, G’)$ を $\sigma\in$ A $\iota\iota t_{t}(G^{t})$ によって定義さ

れた簡約対称対とします。 $\sigma$ と可換な $G^{t}$ の Cartall iIlvolution $\theta$ をとり,
$K=G^{\theta}$ のりー $ae-\not\in$ の部分空間を $f\pm:=\{X\in \mathfrak{x} : \sigma(X)=\pm X\}$ で定義

します。 $\epsilon_{-}$ の極大な可換部分代数 $t_{-}$ を含む $t$ の Cartan 部分代数を $\{$

をとります。 このとき, $f=t_{+}\oplus$ しの直和分解によって,

Subsp $(G’’):=\sqrt{-1}t_{-}^{*}$

を, $\sqrt{-1}t^{*}$ の部分空間とみなして定義します o 制限ルート系 $\Sigma(f\mathbb{C}, t_{-\mathbb{C}})$

の正のルートの集合を決め, それに compatible になるようにルー ト系

$\triangle(f\mathbb{C}, f\mathbb{C})$ の正のルートの集合 $\triangle^{+}$ ( $\mathfrak{p}_{\mathbb{C}}$ , 始) を選びます。任意の楕円型軌道
$(\subset\sqrt{-l}g^{*})\text{は}\triangle^{+}$ ( $p_{\mathbb{C})}$ 妃) に関する dominallt Weyl chamber と –点で交

わり, その点を $\lambda\in\sqrt{-1}f^{*}$ とします。 佳 C の $\theta$-stable な放物型部分代数
を ad t-不変な佳 C の複素部分空間であって, $\triangle(q, t_{\mathbb{C}})=\{\alpha\in\triangle(g_{\mathbb{C}}, t_{\mathbb{C}})$ :
$\langle\alpha, \lambda\rangle\geq 0\}$ で定義されているとします。 このとき, $\sqrt{-1}t^{*}$ の閉錐を

Cone(q) $:= \{\sum_{\beta\in\triangle(\iota\downarrow(\lambda)\cap \mathfrak{p},t)}n_{/3}\beta$ : $n_{/3}\geq 0\}$

で定義します。
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定義より, $G’$ がコンパクトの場合,

Subsp $(G’’)=\{0\}$

となりますから, どんな $q$ に対しても定理 A の条件 (iii) は成り立ってお

り, これが最初に述べた Harish-Chandra の結果に相当します。

定理 A では, $G’$ は必ずしもコンパクトである必要はなく, $A_{q}(\lambda)$ は必

ずしも最高ウェイトをもつとは限らないということに注意します。 それに

もかかわらず, 離散分解可能 (cliscretely decomposable) という性質をも

つ表現の制限はかなり豊富に存在します。

$f\underline{flJ}\cdot(G, G’)\cdot=’(U(2,2),$ $Sp(1,1))\approx(SO(4,2),$ $SO(4,1))$ の場合, $\hat{G^{l}}$ の中

で, regular かっ integral な無限小指標をもつ $G$ の既約ユニタリ表現は

18系列あり, その内 12系列が, (乾, $K’$ ) 凹凹として離散分解可能となり

ます ([13], Part III, Proposition 7.5) 。

なお, 定理 A では, 応用上特に面白い場合: $\pi=A_{q}(\lambda),$ $(G’, G’)$ =簡約

対称対に限って記述しましたが, 任意のユニタリ表現 $\pi$ , 任意の簡約部分

群 $G’$ に対しても判定条件を得ることができます。その場合にも面白い応

用はあるのですが, ここには話が散漫になるのでさけましょう。

証明については, 「離散分解可能」という概念 (定義 1, 定義 2) を定義

してしまえば (すなわち非自明な例が存在し, 抽出するにふさわしい概念

であると見抜けば), 「離散分解可能」の=般的な判定条件に対するいくつ

かの有力なアプローチのしかたがあります。 admissibility の十分条件に

関する最初の結果 ([11],.\S 5,$\cdot$ [13], Part I) は Zuckerman-Vogan の導来函

手加群のスペクトラル系列の段階で $I_{1^{\vee}}- t\mathfrak{l}ype$ の分布を評価する代数的証明

法を用いましたが, その抽象的な枠組み自体は柏原-Vergne の asyrnptotic

$It^{-}$-support, を援用した micro-local analysis の立場から説明することもで
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きます 7([13], Part $II$); 逆に, 離散分解可能のための必要条件は associated
variety を用いて求めることができます ([13], Part $III$ ) 。なお, [13], Part
II と III では,

$\pi$ : (必ずしも馬 $(\lambda)$ とは限らない) 任意のユニタリ表現,
$G’$ : (必ずしも $(G,$ $G’)$ が対称対とは限らない) 任意の簡約部分群

という設定でこれらの判定条件が証明されています。

この節を終える前に, 定理 A の (表現論における) 系を一つだけ挙げて
おきましょう。

蒸. (非コンパク ト) 半単純対称空間 $G’/H$ の離散系列表現 $\pi$ の Harish-
$Ch$ aandra 加熱 $\pi_{Ji}$

. は ( $\mathfrak{h}_{\mathbb{C}}$ , H\cap K)-遍群として決して離散分解可能とはな

らない。

この系は半単純対称空間が,

イ) 群多様体の場合は, 例えば, 正則離散系列表現と反正則離散系列表現

のテンソル積には必ず連続スペクトラムが存在する ([24]),
$\text{ロ})$ リーマン対称空間の場合は, $L^{2}(G/K)$ には離散系列表現が存在しな

い。 $=$方, $\pi\in\hat{G}$ ならば制限 $\pi|_{It}$. は常に $I_{i}^{arrow}$-admissible である (Harish-

Chandra),

などといった良く知られた事実を「離散分解可能定理」の判定条件か

ら説明を与えています。 さらに,

ハ) モジュラー シンボル (次節参照) の Tong-Wang ([26]) による非消滅定

理と Kobayashi-Oda による消滅定理 ([17] ; 次節に特別な例を説明する)

の背後 8にある表現論的な性質の関係を明らかにしているといえます。

$\overline{‘}$

ただし, $A_{q}(\lambda)$ のような具体的なユニタリ表現を扱うには, 個別の議論
と組み合わせる必要があります。

8前者の仮定は $\pi\in\hat{G}$ が $G/H$ の離散系列表現であること; 後者の仮定は
$\pi\in\hat{G}$ が $H(\mathfrak{h}, H\cap K)$ に制限して離散分解可能であること。
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応用について

ここでは, 2 っの応用 ( $\text{モジ_{ュ}}\text{ラーシンボル}$ , 離散系列表現) を紹介し

ましょう。

応用 1) リーマン対称空間の算術商の modular symbol の消滅型定理

まず, modular symbol の定義を述べましょう。

$G’\subset G$ :共に実線型簡約リー群,

$K’\subset K$ :それぞれ $G’\subset G$ の極大コンパク ト部分群,

$I"\subset\Gamma$ :それぞれ $G’\subset G$ の余コンパクトな, 捻れ元のない離散部分群,

(ただし $Ii^{-\prime}=K\cap G’,$ $\Gamma’=\Gamma\cap G’$ ) とするとき, コンパクトな局所リーマ

ン対称空間の埋め込み

$\iota$ : $Y:=\Gamma’\backslash G’/Ii’’arrow X:=\Gamma\backslash G/K$

が得られます。 $\iota$ の像は全測地的部分多様体 (次元を $m$ としましょう) と

なります。 $\iota$ が誘導するホモロジー群の準同型写像

$\iota_{*}$ : $H_{?n}(Y;\mathbb{Z})arrow H_{m}(X;\mathbb{Z})$

による基本類 $[Y]\in H_{\tau?1}.(Y;\mathbb{Z})$ の像 $p_{*},[Y]\in H_{??t}(X;\mathbb{Z})$ を modular

symbol と呼びます。特に

$(G, G’)=(SO(2n, 2),$ $SO(2n, 1))$

の場合, $Y$ は totally real なコンパクト部分多様体で, $Y$ が定める modular

symbol は IV 型有界対称領域の算術商

$X=\Gamma\backslash SO(2n, 2)/SO(2n)\cross SO(2)$
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RESTRICTION OF UNITARY REPRESENTATIONS 9

の $2n$ 次のホモロジー群の元となります。 $X$ はコンパク トなケーラー

多様体なので, Poincar\’e の双対定理を通じて modular symbol をコホ

モロジー群 $H^{2n}(X;\mathbb{C})$ の元とみなしたとき, その ($p$ , q)-型のホッジ成分
$\mathcal{M}^{p,q}(Y)\in H^{p,q}(X;\mathbb{C})$ を考えることができます。織田孝幸先生は, 保型
形式の立場から, $(n, n)$-型ホッジ成分 $\mathcal{M}^{?t,n}(Y)$ の消滅定理を予想されま

した。 その予想は, 表現論の手法 (定理 A の離散分解可能の判定条件が主
な道具) を用いて, 肯定的に解決されました:

定理 ([17]). ある普遍コホモロジー元 9 $\eta$ があって,

$\mathcal{M}^{n,n}(Y)=\frac{vo1(Y)}{vo1(dY)}\eta$ .

この定理は, =般の対称対 $(G, G’)$ に対するモジュラーシンボルの (抽

象的な) 消滅定理 ([17], \S 2) より導かれます。

応用 2) ある種の非対称簡約型等質多様体の上の離散系列表現の構成

半単純対称空間の離散系列表現の構成 (Flensted-Jensen, 松木-大島 ([3],
[22] $))$ は「双対」 と呼ばれるリーマン対称空間とその境界のある閉軌道

を用いるものでしたが, 非対称空間では「双対」に対応する良い等質多様
体は存在せず, 離散系列の構成には全く新たな方法が必要となります。こ

こでの方法は, admissible な表現の制限と, すでに良く知られている等質
多様体 (例えば, 群多様体や半単純対称空間) の調和解析を組み合わせる

というアイディアを用います。すなわち, 研究したい空間 $G^{t}/H$ を大きな

(良く知られている) 空間 $\overline{G}/\overline{H}$ に

$G’/H\llcorner_{arrow}\overline{G’}/\overline{H}$

として埋め込み, $\overline{G}$ の表現を $\tilde{G’}$ の部分群 $G^{I}$ に制限したもの (の商) とし

て関数空間の引き戻しをとらえようというわけです。 このとき, $\overline{G^{1}}$

の表

9 リー環の元で明確に与えられ, $\Gamma$ に依存しない, コホモロジー類。
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10 小林俊行 (TOSHIYUKI KOBAYASHI)

現の制限が $G$-admissible であるという仮定があると, $G^{t}/H$ と $\overline{G^{l}}/\overline{H}$ での

関数の減少度について良い評価式が得られます。

一番簡単な場合にこの考え方を適用すると, 例えば,

$G_{2}(\mathbb{R})/SL(3, \mathbb{R}),$ $SO(4,3)/G_{2}^{t}(\mathbb{R})\Psi SU(n, n+1)/Sp(n, \mathbb{R})$

といった球等質多様体 10には, 離散系列表現が無限個存在し, これらの非

対称球等質多様体の離散系列の分類は純粋に表現論の問題に帰着します

([13], Part $I$ , Theorem 5.4) 。逆に, (本質的には同じ手法で) 例えば

$SL(2n, +1, \mathbb{R})/Sp(n, \mathbb{R})$

といった等質多様体には離散系列表現が存在しないことが証明されます。

もっと=般の等質多様体についても, 上記のアイディアによって離散系

列をもつ簡約型等質多様体の十分条件が得られ, さらに松木敏彦氏の最

近の結果 ([20], [21]) を援用することによって具体的な場合の計算もなさ

れています (詳しくは [16] 参照) 。
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