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ABSTRACT. 2面体群を対称性に持つような Calogero-Moser type の完全積分
可能系が存在するための必要条件をいくつか与える. 応用として Weyl 群
にならないような 2面体群を対称性にもつものはいわゆる三角函数的あ
るいは指数函数的なポテンシャル函数を持たないことを示す.

1. Introduction.
Calogero-Moser mmodel [C] [M] は直線上のいくつかの質点が距離の 2乗に反比例

するポテンシャルで相互作用するような量子多体力学系である. すなわちハミルトニ

アン

$H_{CM}= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{i}^{2}}+\sum_{1\leq i<j\leq N}\frac{\beta}{(x_{i}-x_{j})^{2}}$

を持つような完全可積分系である. いろいろな方向への拡張が考察されていて

を扱う代わりに差分作用索の o」瑛族 (柑対論糸) $\Psi$ Polsson 情弧で Q」侠 Tよ圏

遠藤 (古典力学系) を扱う. この文章ではこの方向への発展にはこれ以上踏

み杁 $\not\subset$ ない.

$\wp(z)$ を用いる. これらの幽数に {ま, $\mathbb{C}$ 上の生埋型圏藪で偶困戴でめり周朋に

関する基本領域の中に一つの 2位の極を持つ, という共通の性質がある.

(すなわち $A_{n-1}$ 型のノレ– $\triangleright$糸に何随し fこ Weyl 群) で小反でめる. $arrow$ 不\iota と–

般のルート型に対応した Weyl 群に拡張したものを考察の対象とする.

このようにいろいろな拡張を許したものも Calogero-Moser 系と呼ぶ. ここに共通

の性質はいろいろあるが, ハミルトニアンのみならず積分 (ハミルトニアンと可換な

作用素) も対称群 (一般には Weyl 群) で不変である, というのは一つの顕著な性質

であろう. これはこの可積分系のもう一つの現れ方と関係している. このシンポジウ

ムではむしろこちらの説明の方がわかりやすいだろう.
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群や対称空間の帯球関数はその定義から不変微分作用素環 (たいていは対応する

Lie 環の展開環 $U(g)$ の中心 $Z(g)$ としてよい) の同時固有関数である. Caetan 分解
を念頭において Cartan 部分群に制限した函数を考えるとそれは不変微分作用素を
変数分離した微分作用素系の同時固有函数になっている. 特に Laplacian (Casinnir)

からこのプロセスを経て出てくる微分作用素は三角函数の形のポテンシャルを持つ

Calogero-Moser 系の Hamiltonian になる. 対称空間の制限ルート系がここでいう

ルート系であり結合定数 $\beta$ はルートの重複度 (自然数) から決まる特別な値をとる.

すなわちここでいう完全可積分系は難球函数の満足する微分方程式系に他ならない.
いわゆる Heckman-Opdam の超幾何微分方程式系は三角函数の場合にこれを=般の
ノレ一 $\text{ト}$系=般のパラメータで考えたものである. Cartan motion group (いわゆる

$Ii’$ と $P$ の半直積, 特別な場合が Euclid 運動群) の場合も同様のストーリ一が展開し

この時には有理ポテンシャル $t^{-2}$ が現れる.

群や対称空間から来る場合は不変微分作用素の Laplacian 以外の元の変数分離と
して積分 (Hamiltonian と交換可能な微分作用素) が得られる. このときそれら積

分の特徴的なことは, それぞれが Weyl 群不変であることと主部が Weyl 群不違式に
対応した定数係数の微分作用素になっていることである.
では逆に $\text{「}2$ 階の形式的自己共役 (formally self adjoint) な微分作用素

$H= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{i}^{2}}+V(x)$

が完全積分可能でその積分が今の性質を持っているようなもの」はいったいどのくら

い存在するだろうか. この間に対しては古典型の Weyl 群, すなわち対称群 (A 型)

やその符号つきの拡張 ( $BC$ 型および $D$ 型) の場合には若干の弱い仮定の下で分類

がほぼできている [OOS]. 結果としては等質空間に現れる不変微分作用素の変数分離
から生ずる形のもののアナログと思えるものしか出てこない. すなわち標語的な言い
方が許されるならば, Weyl 群がら出発しても背後に Lie 群のにおいがするものしか
現れない. なぜか ?

Coxeter 群のプロフィ $-Js$ : Coxeter 群は鏡映で生成され Weyl 群のように Coxeter
関係式を持つ. 既約な有限 Coxeter 群は Wey1群 ( $A$ から $G$ まで) と $H_{3},$ $H_{4},$ $I_{2}(n)$

のいずれかである. 最後の $I_{2}(n)$ と書かれるものが 2面体群であり, 表裏のある正
$n$ 角形の対称性を表す位数 $2n$ の有限群である. 2面体群 $I_{2}(n)$ は $n=2,3,4,6$ の

時 (すなわち長方形, 正三角形, 正方形, 正六角形の時) には Weyl 群 $A_{1}\cross A_{1},$ $A_{2}$ ,
$B_{2}=C_{2},$ $G_{2}$ と同型でありそれ以外の時は Weyl 群にならない. Weyl 群にはその格
子拡大である affine Weyl 群が存在するが Coxeter 群ではそれは期待できない.
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では Weyl 群の代わりに Lie 群を背後に持たないような有限群を考えたらどうなる

だろうか. 例えば Coxeter 群 1のように Weyl 群に ‘似ている’ 有限群の時はどうか ?

ここでなぜ Coxeter 群 (の自然表現) を考えるのか動機を二つ書こう.

$arrowarrow$

では不裟式環の生灰兀を王鄙 (百鄙 ./) とするよつな積分の仔仕を畏請しているの

で, 不変式環の環としての構造が複雑になれば問題そのものの立て方をまず吟味しな

くてはならない. 生成元の間に関係式が存在すれば, 得られる可積分系は algebraic
$inte\not\subset rable$ svstem の色彩を帯びる. それはここでの問題とは=応は別の興味となる.

でも肩名になった微分差分作用素が $\iota)_{\mathfrak{U}nk\downarrow}$ 作用素でめる. 仮りほいわゆ 6lleckman-

Opdam の超幾何微分方程式系 (つまり三角函数ポテンシャル) の再構成にこの作用

素を用いた. 同様の構成は有理ポテンシャルの場合に知られていてしかもこの時は

Weyl 群のみならず Coxeter 群で構成がうまくいく. すなわち類似の可積分系の存在

が既に保証されている.

2面体群の時の Dunkl 作用素による構成は有理ポテンシャルではうまくいくが三

角函数ポテンシャルではうまくいかない. その気分は今まで ‘affine Weyl 群がないか

ら’ と説明されていた. そこら辺の気分をここでは数学にしてみる. すなわち (3.1),

(3.2). の形の微分作用素 $H,$ $P$ が交換可能であればどのようなかたちをしているかを

考察する. ここではそのようなものを分類するまでは至らないが非正則点の振る舞い

についてかなり強い制限が課せられることを中心に議論する. 結果は \S 5にまとめら

れているが, 端的に言うと非正則点は少ない. 例えば仮定を強くして分かりやすくし

た結論を一つを書くと

Theorem. $n\neq 2,3,4,6$ とする. 2面体群 $W=I_{2}(n)$ で不変な $\mathbb{C}^{2}$ 上の 2つの有理

型 (meromorphic) 微分作用素

(3.1) $H=\partial_{1}\partial_{2}+V(x)$

(3.2) $P=\partial_{1}^{n}+\partial_{2}^{n}+$ ( $1ower$ order termss)

が互いに交換可能ならば極は高々有限個の直線からなる.

従って例えば三角函数の 2乗べき $(\sin^{2}z)^{-1}$ のような函数はポテンシャルとして

許されない.
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Organization この文章の内容は以下の通り :

\S 1は長めの Introduction である. 今回のこの文章は報告集としてよりも講演の予

稿として書きます. 最初の 2 ページはこの話の枕となる非常にー般的なことである.

次にここでの問題を考える動機を述べる. 論文 (英語) では表現しきれないことも文

字にするよう努力してみた. 最後に以降の節の内容をまとめる (このページのこと).

\S 2では, 与えられた微分作用素 $P$ が 2階の自己共役な微分作用素 $H$ と交換可能

(可換) であるという条件をどう言い換えることができるかを書き下す. このステッ

プは代数的な計算だけからなる. 結果はいくつかの微分方程式で記述される. すなわ

ちこれらの連立微分方程式を満たすことと交換可能であることは同値である.

\S 3では, 上で記述した連立微分方程式のうち最も高階の項に関した (=つの) 条

件を利用してポテンシャル函数が 2点間相互作用の和に書けることを示す. このス

テップは難しくないし方法自体も新しくないが, 考えている領域の形状が複雑な場合

は多価性に伴う煩雑さが生ずる. 最終結果にはほとんど反映しないと思われるが論理

的な筋道を通すには領域の形についての弱い仮定が必要である.

\S 4では, \S 2の連立微分方程式の次に高階の項に関した条件を一つの (非線型の)

函数微分方程式に書き換える. 以前 $B_{2}$ 型 ( $C_{2}$ 型) の Weyl 群, すなわち正 4角形

に対応した 2面体群, の場合に一つの双線型函数微分方程式が得られることを示し

た [O] [00]. その場合は更にその函数微分方程式は積分できて微分を含まない双線型

函数方程式に書き直せるのであった. ここではそれらの結果を一般の 2面体群の場合

へ拡張する. ただし今の場合には, 得られる函数微分方程式は高階の微分を含んでい

て, また微分を含まない形に積分することはできないと思われる, という相違がある.

ここでは函数方程式の形だけでなく係数の具体的な形もある程度知りたいので, この

ステップでは若干の計算が避けられない.

\S 5では前節で得られた函数微分方程式の解の性質を調べる. 実際には例えば三角函

数の逆二乗べきの形の解がないことを示したい. ここでは極の位数や非正則点の位置

に関する定理を述べる. ただしこの函数微分方程式から汲み尽くされるべき情報がま

だ全ては汲みつくされていないようで, 特に $n$ が偶数の場合はこれが最終的な結果で

あるとはいえないと思う. このステップでは平面における直線の配位 (configuration)

に関する少しの考察が必要になる. その過程が, なぜ affine Weyl 群が存在する場合

としない場合で相違が生まれるのかの一つの説明になると思う.

Appendix では \S 2のキーとなる補題の証明を与える.
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2. Apair of commuting operators. この節では $C^{N}$ の領域 $\Omega$ 上で定義された

微分作用素

(2.1) $H= \frac{1}{2}\sum_{k=1}^{N}\partial_{k}^{2}+V(x)$ , と

(22)
$P= \sum_{\alpha}a_{\alpha}(x)\partial^{\alpha}$

がいつ交換可能になるかを考える. ここで $x=(x_{1,\ldots,N}x)$ は $C^{N}$ の座標で, 対応
する偏微分を $\partial_{k}=\frac{\partial}{\partial x_{k}}$ と略記する. また rnulti-index $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha N)\in z_{\geq 0}^{N}$ に対

して $\partial^{\alpha}=\partial_{1}^{\alpha_{1}}\partial_{2}^{\alpha_{2}}\ldots\partial_{N}^{\alpha_{N}}$ と定める.

(2.2) の様に微分を右に寄せて書いた時に対応する函数

$p(x, \xi)=\sum_{\alpha}a_{\alpha}(x)\xi^{\alpha}$

を $P$ の total symbol と呼ぶ. ここで $(x, \xi)=(x_{1,\ldots,N}x, \xi_{1}, \ldots, \xi_{N})$ は余接束 $T^{*}\Omega$

の座標である. $P$ が $N$ 階の微分作用素ならば total symbol $p$ は $\xi$ に関して $N$ 次の

多項式になる. その $k$ 次斉次部分を $p_{k}$ と書く :

$p_{k}=p_{k}(x, \xi)=\sum_{\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{N}=k}a_{\alpha}(x)\xi^{\alpha}$
.

$T.*\Omega$ 上の微分作用素を 3 っ定義しよう.

$X= \sum_{k=1}^{N}\partial_{\xi_{k}}\partial_{k}$ , $Y= \sum_{k=1}^{N}\xi_{k}\partial_{k}$ , $Z= \sum_{k=1}^{N}\partial_{k}^{2}$ .

ここで $\partial_{\xi_{k}}=\frac{\partial}{\partial\xi_{k}}$ である. この 3つの微分作用素 $(X, Y, Z)$ は交換関係

$[X, Y]=Z$ , $[X, Z]=0$ , $[Y, Z]=0$

に従う. すなわち Heisenberg Lie 代数を成す.

Lemma 2.3. 二つの微分作用素 $P,$ $S$ の tot $a$] symbol をそれぞれ $p= \sum p_{k},$ $s=$

$\sum s_{k}$ とする. この時 $P$ と $S$ が

$S=[ \frac{1}{2}\sum_{k=1}^{N}\partial_{k}^{2}, P]$

の関係にあるための必要十分条件は

(2.4) $Y( \sum_{i\geq 0}\frac{1}{i!}(-\frac{1}{2}X)^{i}pk+i-1)=\sum_{i\geq 0}\frac{1}{i!}(-\frac{1}{2}X)^{i}s_{k+i}$ $(k=0,1, \ldots)$

である.
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Lemma 25. 二つの微分作用素 $P,$ $S$ の tot $al$ symbol をそれぞれ $p= \sum pk,$ $s=$

$\sum sk$ とする. また $V=V(x)$ を $x$ の函数とする. この時 $P,$ $S,$ $V$ が

$S=[P, V]$

の関係にあるための必要十分条件は

(2.6) $\sum_{i\geq 0}\frac{1}{i1}(-\frac{1}{2}X)^{i}s_{k+i}=\sum_{i\geq 1,odd}\frac{1}{j^{1}2^{j-1}}\{\sum_{l\geq 0}\frac{1}{l1}(-\frac{1}{2}X)^{\iota_{Pk+i+l}}, V\}_{j}$

である.

ここで $\{\cdot, \cdot\}_{j}$ は Poisson 括弧の一般化で, 特に $(x, \xi)$ の函数 $g=g(x, \xi)$ と $x$ の

函数 $V=V(x)$ に対して

(2.7) $\{g(x, \xi), V(x)\}_{j}$ $:= \sum_{i_{1},\ldots,i_{j}=1}^{N}\frac{\partial^{j}g}{\partial\xi_{i_{1}}\partial\xi_{i_{2}}\cdots\partial\xi_{i_{j}}}\frac{\partial^{j}V}{\partial x_{i_{1}}\partial x_{i_{2}}\cdots\partial x_{i_{j}}}$.

と定義される.

Corollary 28. 微分作用素 $P$ の total symbol をそれぞれ $p= \sum pk$ と記す時

(2.9) $\mathring{P}k:=\sum_{i\geq 0}\frac{1}{i!}(-\frac{1}{2}X)^{i}p_{k+i}$
. $(k=0,1, \ldots, m)$

と定義する. 和は有限和であり $p_{k}\circ$ は $p_{k}$ と同様に $\xi$ に関して $k$ 次斉次である. この

記号の下で, $x$ の函数 $V=V(x)$ に対して次の 2条件は同値.

(2.10) $[ \frac{1}{2}\sum_{k=1}^{N}\partial_{k}^{2}+V(x), P]=0$ ,

(2.11) $Y( \mathring{p}_{k})=\sum_{j\geq 1,odd}\frac{1}{j!2^{j-1}}\{^{o}p_{k+\iota+j}, V\}_{j}$ . $(k=-1,0, \ldots, m)$

条件式 (2.11) で分かるように $P\circ$ の添字が偶奇のものは互いに無関係である. これ

は (2.1) の形の作用素 $H$ は (形式的に) 自己共役なので $P$ の自己共役部分, 反自己

共役部分がそれぞれ $H$ と交換可能になることを反映している.
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3. Dihedral case. この節では 2変数 (すなわち前節の記号で $N=2$ ) の場合に

領域 $\Omega\subset \mathbb{C}^{2}$ 上の微分作用素 $H,$ $P$ が交換可能である条件を書き直す. ここで

(3.1) $H=\partial_{1}\partial_{2}+V(x)$

(3.2) $P=\partial_{1}^{n}+\partial_{2}^{n}+$ (lower order termms)

の形をしているとする. 後の都合上, (2.1) に線型変換を施して $H$ の主部をこの形に

しておく. これに応じて $(X, Y, Z)$ も

(3.3) $X=\partial_{\xi_{1}}\partial_{1}+\partial_{\xi_{2}}\partial_{2}$ , $Y=\xi_{2}\partial_{1}+\xi_{1}\partial_{2}$ , $Z=2\partial_{1}\partial_{2}$

と変更しておく必要がある. 以下この記号を用いることに注意.

方程式 (2.11) から 3つを書き下すと

(3.4)

となる. 定義 (2.9) によれば $p_{n}\circ=\xi_{1}^{n}+\xi_{2}^{n}$ であり $\mathring{P}n-2=p_{n-2}$ となる. 従って (3.4)
の最初の式 $Y(\mathring{p}_{n})=0$ は今は自動的に満たされている.

この節では 2番目の方程式 $Y(p_{n-2})\circ=\{p_{n}, V\}\circ$ を扱い, 次の節では最後の方程式
$Y(Pn-4 \circ)=\{p_{n-2}, V\}\circ+\frac{1}{24}\{p_{n}, V\}_{3}\circ$ を扱う. =般には方程式 (2.11) には (3.4) 以外

にも満たすべき方程式があるのでこれら 3条件 (3.4) を満たすことは $H,$ $P$ に対す

る必要条件にすぎないことに注意しておく.

Proposition 3.5. $(3.l),$ $(3.2)$ の形をした二つの微分作用素 $H,$ $P$ に対して次の 3
条件は同値である.. $[H, P]$ の階数は $n-2$ 以下である. すなわちシンボル $\sigma_{n-1}([H, P])=0$ .. $Y(\mathring{p}_{n-2})=\{p_{n}, V\}\circ$ .. 次の条件 (3.6) を満たすような函数 $v\iota(x)=vl(x1, x2)$ が存在する.

(3.6) $\{$

$((^{-l}\partial_{1}+(^{l}\partial_{2})v_{l}(x)=0$ ,

$V(x)= \sum_{l=0}^{\tau\iota-1}v\downarrow(x)$ ,

$p_{n-2}(x, \xi)\circ=-n\sum_{l=0}^{n-1}v_{l}(x)\frac{(^{l}\xi_{1}^{n-1}-(^{-\iota}\xi_{2}^{n-1}}{(^{-l}\xi_{1}-(^{l}\xi_{2}}$ .
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ここで (は 1の原始 $2n$ 乗根 ( $= \exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{n})$ である. (3.6) の最後の式は割り切

れて $\xi$ の多項式となる. 条件 (3.6) を満足するような $v\downarrow$ }ま $V$ と $\mathring{p}_{n-2}$ から一意に決

まる. 実際

$f(x, \xi):=\frac{n\xi_{1}^{n}V(x)-\xi_{1}\xi_{2}\mathring{p}_{r\iota-2}}{n^{2}}$ ,
(3.7)

$v_{l}(x):=f(x, (\zeta^{2l}, 1))$ , $(l=0,1, \ldots, n-1)$ ,

で与えられる.

条件 (3.6) の最初の式
$((^{-l}\partial_{1}+(^{l}\partial_{2})v\downarrow(x)=0$

は $v\downarrow$ が projection

$\pi_{l}$ : $\Omega\ni(x_{1}, x_{2})\mapsto(\zeta^{l}x_{1}-(^{-\downarrow}x_{2})\in \mathbb{C}$

のファイバーに沿って局所定数であること (ファイバーの各連結成分上定数であるこ

と) を意味している. 従って領域 $\Omega$ の形状に関して許容できる条件をつけることに

よって, 実際に $vl$ がファイバーに沿って定数であることが導かれる.

Lemma 3.8. 領域 $\Omega\subset \mathbb{C}^{2}$ が条件

(3.9) projection $\pi_{l}$ のファイバーが連結である

を満足すると仮定する. この時=変数函数 $rl=r\iota(z)$ が存在して

(3.10) $v_{l}(x_{1}, x_{2})=\gamma’(\zeta^{l}x_{1}-(^{-\{}x_{2})$

と表すことができる.

例えば $\Omega_{1}$ を $\mathbb{C}^{2}$ の開凸集合とし騎を $\Omega_{1}$ の解析的閉部分集合とする. この時,

領域 $\Omega=\Omega_{1}\backslash Y_{1}$ は条件 (3.9) を満足する.

(3.6) と (3.10) を合わせればポテンシャル函数は

$n-1$

(3.11) $V(x)= \sum_{\iota=0}r\downarrow((^{l}x_{1}-(^{-l}x_{2})$

と書き表せる. すなわち 2点間相互作用の和に書き表せることとなる.
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4. Functional equation. この節では (3.4) の (初めの 2つの式のみならず) 3番
目の式も用いる.

Proposition 4.1. $(x, \xi)$ についての函数 $\mathring{p}_{n-4},\mathring{p}_{n-2},\mathring{p}_{n}=\xi_{1}^{n}+\xi_{2}^{n}$ が $\xi$ に関して

それぞれ $n-4$ 次斉次, $n-2$ 次斉次, $n$ 次斉次であるとする. これらの函数が方程式

(3.4) に従うならは

(4.2) $(\partial_{\xi_{1}}\partial_{1}-\partial_{\xi_{2}}\partial_{2})^{n-3}(\{p_{n-2}, V\})\circ=0$

が成り立つ.

ここに使われている微分作用素 $\partial_{\xi_{1}}\partial_{1}-\partial_{\zeta_{2}}\partial_{2}$ が Heisenberg Lie 環 (X, $Y,$ $Z$ ) と

可換であることが証明の鍵の一つとなる.

この式はコンパクトにまとまっていてきれいではあるがこのままでは詳しい解析

に役立たないので, バラバラにほぐした形を次に求める.

Proposition 4.3. 前の命題で得られた方程式は (3.6) の $v_{l}$ を用いると

$n-1\tau\iota-2$

(4.4)
$\sum_{l,l’=0}\sum_{i=0}b(l, l’ ; i)((^{-l}\partial_{1})^{i}(v_{l})\cross((^{-l’}\partial_{1})^{n-2-i}(v_{l’})=0$

という双線型な微分方程式に書き直すことができる. ここで現れる定数 $b(l, l’\cdot i)|$ は

$b(l, l’ ; i)=\{$

$0$ $(l=l’)$

$\frac{(-1)^{l’}(n-3)!n}{2\sqrt{-1}}\frac{\cos\frac{(l-l’)\pi}{n}si_{11}\frac{(l-l’)(i+1)\pi}{n}}{\sin^{2}\frac{(\mathfrak{l}-l)\pi}{n}}$, $(l\neq l’)$

という表示を持つ.

(4.4) のような表示を持つことは (3.6) から易しいが係数 $b(l,$ $l’$ ; のを求めるには多
少の計算が必要である. 特にその具体形が必要になるものを挙げておくと

(4.5)
$b(l, 0;0)= \frac{(n-3)!n^{2}}{2\sqrt{-1}}\cot\frac{l\pi}{n}$ ,

$b(l, 0;1)=(n-1) \cos\frac{l\pi}{n}\cross b(l, 0;0)$ .
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更に $v_{l}$ 達が (3.10) にあるように $r_{l}$ 達で表示できる時には式 (4.4) は $r_{l}$ 達の微分

の 2次形式で書き直せる. 特に一つの函数, 例えば $r_{0}$ に注目して移項すれば次のよ

うに書ける:

$n-2 \sum c_{i}(x_{1} ; x_{2}, \{r_{l}\})r_{0}^{(n-i-2)}(x_{1}-x_{2})$

$i=0$

(4.6)

$=- \sum_{l_{1}=1}^{n-1}\sum_{1_{2}=1}^{n-1}.\sum_{1=0}^{n-2}b(l_{1}, l_{2;}i)r_{l_{1}}^{(i)}(\zeta^{l_{1}}x_{1}-(^{-l_{1}}x_{2})r_{l_{2}}^{(n-i-2)}(\zeta^{l_{2}}x_{1}-(^{-l_{2}}x_{2})$ .

ここで

(4.7) $c_{i}(x_{1} ; x_{2}, \{r\iota\})=.\sum_{l=1}^{n-1}2b(0, l, i)r_{l}^{(i)}((^{l}x_{1}-(^{-l}x_{2})$

と定義した. ここでもし $r_{1},$ $\ldots r_{n-1}$ が定義されているならば $x_{2}$ を固定することに

(4.6) は $x_{1}$ を変数とし $r_{0}$ を未知函数とする線型常微分方程式と見なすことができる.

常微分方程式の基本的な性質を思い出すと次の定理が得られる.

Theorem 4.8. 次の 2条件を共に満たすような点 $(x_{1},\mathring{x}_{2})\circ.\in\Omega$ を考える.. $r\iota(z)\}$ま $z=\zeta^{l_{X}^{o}}1-\zeta^{-l_{X}^{O}}2$ で正則である $(l=1,2, \ldots, n-1)$ .

$..r_{0}(z)$ は $\{z\in \mathbb{C}|0<|z-(\mathring{x}_{1}-\mathring{x}_{2})|<\epsilon\}$ で正則である.

このような点は $\Omega$ の開部分集合を成す. このとき

(i) $c0(x_{1} ; \mathring{x}_{2}\circ, \{r\iota\})\neq 0$ ならば $r0(z)$ は $z=\mathring{x}_{1}-\mathring{x}_{2}$ で正則である.

(ii) $c_{1}(\mathring{x}_{1} ; x_{2}\circ, \{r_{l}\})\neq 0$ ならば $r_{0}(z)$ は $z=\mathring{x}_{1}-\mathring{x}_{2}$ で有理型であり, その点で

の極の位数は高々 2である.

(i) の場合は微分方程式 (4.7) の最高次の係数は消えないので考えている点の周

りでの解は自然に延びる. (ii) の場合には微分方程式 (4.7) の最高次係数は考えて

いる点で 1位の零点を持つ. 従ってその点で確定特異点型の微分方程式である. あ

とは特性指数 (exponent) の計算をすればよいのだが (4.5) に注意して計算すると

$0,1$ , . . . , $n-4$ と $-2$ であることがわかる.
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5. Location of poles of invariant differential operators.
この節では互いに交換可能な (3.1), (3.2) の形の微分作用素 $H,$ $P$ がそれぞれ 2

面体群 $W$ で不変であると仮定してその特異点の位置や様子を論ずる.
$H$ と $P$ が $W$ で不変なので, (3.7) で与えられる $r_{l}(z)$ は $r_{l}(z)=r_{l+2}(z)$ および

$r_{l}(-z)=r_{l}(z)$ を満足する. 従って
$(+)n$ が奇数なら一つの $r(z)$ を用いて $\uparrow’ l(z)=r(z)$ と書ける.
$(P^{\backslash })n$ が偶数なら二つの $r_{0}(z),$ $r_{1}(z)$ を用いて と書 } る.

( $A_{2}$ の場合はルートの長さが等し $\langle$ , Weyl 群はルートの集合に推移的に作用した.
$B_{2},$ $G_{2}$ の場合はルートの長さの長短があるためにルートの集合は Weyl 群の二つの
軌道に分かれることを思い出そう.)

初めに原点での特異の様子を調べる.

Theorem 5.1. 2面体群 $W(I_{2}(n))$ の $n$ 角形が $n\geq 3$ かつ $n\neq 4$ とする. (4.6) を
満足する $rl(z)$ が十分小さい punctured disk $\{z\in \mathbb{C}|0<|z|<\epsilon\}$ 上で正則である

と仮定する. この時 $r\iota(z)$ は原点 $z=0$ で有理型であり極の位数は高々 2位である.

Remark 5.2. 定理で除外された正方形 $n=4$ の時, すなわち $B_{2}$ あるいは $C_{2}$ 型の

Weyl 群の時は上のような結果は正しくない. 実際 $r_{0}(z)$ が定数の時には $r_{1}.(z)$ はど

んな函数であっても式 (4.6) が満足されているのであった [OO].

定理の証明は Theorem 4.8の応用であり $n$ が奇数の時は易しい. $n$ が偶数の時は

Weyl 群の外部自己同型にあたる変換を $H$ と $P$ に施したものと元のものとを比較す
ることで証明する.
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次に原点以外の特異点の位置に関する情報を与えよう. 以下 $\uparrow’ l(z)$ の特異点 (正則

でない点) は複素平面 $\mathbb{C}$ 上で discrete であると仮定しよう. 例えば $r\iota(z)$ が $\mathbb{C}$ 上の

有理型函数ならばよい. この時, その特異点の集合を

Sing$(r_{l}):=$ { $\alpha\in \mathbb{C}|\uparrow’\iota(z)$ は $z=\alpha$ で singular }

と定義する. これら特異点の configuration は次のような関係を満足しなくてはなら

ない. その証明はやはり Theorem 4.8による.

Theorem 53 Let us consider a solution $\{r’\iota(z)\}$ of (4.6). Suppose $\alpha_{0}\in Sing(r_{0})$

and $\alpha_{l}\in Sing(r\downarrow)wi$ th an $l \neq\frac{n}{2}$ . Then there is an $l’ \neq\frac{n}{2},1$ such that

$( \frac{sin.\frac{(l-l’)\pi}{n}}{l\pi}\alpha_{0}+\frac{si.n\frac{l’\pi}{n}}{l\pi}\alpha\iota)\in Sing(r_{l’})$ .
$S\ln\overline{n}$ $S\ln\overline{n}$

Theorem 5.4. $n\geq 3$ が奇数であるとする. (4.6) の解 $\uparrow’ l(z)$ が原点以外に特異点を

持つと仮定する. そのうちで原点に最も近いものを $\alpha\in Sing(7’)$ とすると特異点の集

合 Sing $(r)$ は

$\frac{\alpha}{2\cos\frac{\pi}{n}-1}\in Sing(r)$

に集積点を持つ.

従って $n\geq 3$ が奇数の時に $r\iota(z)$ が $\mathbb{C}$ 上で有理型函数ならば原点以外には正則で

なければいけない. 特に $\mathbb{C}$ 上で無限個の極を持つような函数, 例えば $(\sin^{2}z)^{-1}$ の

様なものは $r\iota(z)$ として許されない.

$n$ が偶数の場合には奇数の場合に比べるとまだ限定的な結果しか得られていない.

ごめんなさい.

Theorem 5.5. $n\geq 8$ が偶数であるとする. $\mathbb{C}$ 上で有理型であるような (4.6) の解
$r\iota(z)$ を考える. この時 ? $l(z)$ は有限個しか特異点を持たない.

上と同じ議論によって三角函数の逆 2乗べきの様なものは (4.6) を満足しえない

ことが分かる.

Appendix. Proof of section 2.

この節では Lemma 2.3と Lemma 2.5の証明を紹介する. こういう計算が可能で

あることは谷口さん [$T|$ から学んだ. 実際 (3.4) の 3つの式はそこに明記されている.

ここでは直接計算を避けて母函数と Heisenberg 交換関係を用いた証明を与えよう.
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