
LITTLEWOOD-RICHARDSON RINGS

名大\cdot 理 岡田聡一 (Soichi Okada)

\S 1. Introduction.
$n$ 次対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の指標環を $R(\mathfrak{S}_{n})$ とする. つまり, $R(\mathfrak{S}_{n})$ は $\mathfrak{S}_{n}$ の既約指標 $\chi^{\lambda}$

( $\lambda$ は $n$ の分割) を基底とする自由 $\mathbb{Z}$ 加群である. これらの直和

$R(\mathfrak{S})=\oplus R(\mathfrak{S}_{n})n\geq 0$

は, $\chi\cdot\in R(\mathfrak{S}_{m}),$ $\eta\in R(\mathfrak{S}_{\mathfrak{n}})$ の積を

$\chi\cdot\eta=Ind_{\mathfrak{S}_{m}x6_{n}}^{6_{m+n}}(\chi\cross\eta)$

と定義することによって graded ring となる. $\chi\in R(\mathfrak{S}_{n})$ に対して,

$ch(\chi)=\frac{1}{n!}\sum_{w\in 6_{n}}\chi(w)p_{\rho(w)}$

と定義する. ここで, $p(w)$ は $w$ の cycle type を表わす分割であり, $P\rho(w)$ は対応す

る巾和対称式である. すると,

$\chi$ : $R(\mathfrak{S})-arrow\Lambda$

は $R(\mathfrak{S})$ と対称関数のなす環 A の間の環の同型であり,

$ch(\chi^{\lambda})=s_{\lambda}$ (Schur 関数).

ここでは, $\mathfrak{S}_{n}$ を Hecke 環, Brauer algebra, Birman-Murakami-Wenzl algebra

などにかえたときに得られる環 $R$ の構造を, 対称関数環 A を用いて記述する.
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\S 1. Littlewood-Richardson ring.

まず, 一般的な状況で考える. 基礎体 $Ii^{r}$ を固定し, $K$ 上の半単純環というとき

は, $K$ 上の行列環の直和になっているもののみを考える.

定義 1.1. $I$ を加法的半群とする. $A_{i}(i\in I)$ を体 $I1^{r}$ 上の有限次元半単純環と

し, $\alpha_{ij}$ : $A_{i}\otimes A_{j}arrow A_{i+j}(i,j\in I)$ を $It^{r}$-algebra homomorphism とする. $A=$

$(\{A_{i}\}_{i\in I}, \{\alpha_{ij}\}_{i,j\in I})$ は次の条件を満たすとき, I-graded tower であるという.

(1) $A_{0}=I\iota’$ であり, $\alpha_{i0}=\alpha_{0i}=Id_{A_{i}}$ である.

(2) $A_{i+j+k}$ における共役を除いて, 図式

$A_{i}\otimes A_{j}\otimes A_{k}\underline{\alpha_{ij}\otimes Id_{A_{k}}}A_{i+j}\otimes A_{k}$

$s_{Id_{A}\otimes\alpha_{jk}:}\downarrow$ $\downarrow\alpha_{i+j,k}$

$A_{i}\otimes A_{j+k}$
$\overline{\alpha_{i,j+k}}$

$A_{i+j+k}$

が可換になる. つまり, $\tau$” $k\in A_{i+j+k}^{x}$ が存在して, $a\in A_{i},$ $b\in A_{j},$ $c\in A_{k}$

に対して,

$\alpha_{i,j+k(a\otimes\alpha_{jk}(b\Theta c))=\tau_{ijk}\alpha_{i+j,k}(\alpha_{ij}(a\otimes b)\otimes c)\tau_{ijk}^{-1}}$ .

以下, $A$ を $I$-graded tower とする. $Irr(A_{i})$ を既約 A,ー加之の同型類全体の集合

とし, $R(A:)$ を $Irr(A_{i})$ を基底とする自由 $\mathbb{Z}$ 加群とする. そして,

$R(A)=\oplus R(A_{i})i\in I$

とおく. $A_{i}$-加群 $V$ , A\sim 加群 $W$ の同型類 $[V]\in R(A_{i}),$ $[W]\in R(Ai)$ の積を

$[V]\cdot[W]=[A_{i+j}\otimes_{A:\otimes A_{j}}(V\otimes W)]\in R(A_{i+j})$

によって定義し, この積を $R(A)$ 全体に双線型に拡張する.

命題 1.2. $A$ が $I$-graded tower ならば, $R(A)$ は $I$-graded ring となる.

このようにしてできる graded ring $R(A)$ を $A$ の Littlewood-Richardson ring

( $LR$-ring) と呼ぶ.
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命題 1.3. すべての $i,j\in I$ に対して, $\sigma_{ij}\in A_{i+j}^{x}$ が存在して,

$\alpha_{ji}(b\otimes a)=\sigma_{ij}\alpha_{ij}(a\Theta b)\sigma_{ij}^{-1}$ $(a\in A_{:}, b\in A_{j})$

を満たすならば, $R(A)$ は可換である.

以下, $R(A)$ が可換になるような $I$-graded tower $A$ を考える. そして,

$R_{1\zeta}(A_{i})=K\otimes_{\mathbb{Z}}R(A_{i})$ , $R_{If}(A)=IC\otimes_{Z}R(A)$

とおく.

定義 1.4. $a\in A_{:}$ に対して,

$p(a)= \sum_{[V]\in Irr(A.)}.tr(a|V)[V]\in R_{K}(A_{i})$

とおく.

命題 1.5. $a\in A_{i},$ $b\in A_{j}$ に対して, $R(A)$ において

$p(\alpha_{ij}(a\otimes b))=p(a)p(b)$ .

この $p$ を用いて, “Markov trace” が定義できる.

定義 1.6. $I\acute{t}\sim$ を $IC$-algebra とする. $K$-線型写像 $\tau_{i}$ : $A_{i}arrow Ii^{r}\sim(i\in I)$ が

(1) $\tau_{i}(1)=1$ ,

(2) $\tau_{i}(aa’)=\tau_{i}(a’a)$ $(a, a’\in A_{i})$ ,

(3) $\tau_{1+j}(\alpha:j(a\otimes b))=\tau:(a)\tau_{j}(b)$ $(a\in A_{:}, b\in A_{j})$

を満たすとき, pre-Markov trace であるという. このとき, (2) によって

$\tau_{i}(a)=\sum_{[V]\in Irr(A.)}.\alpha_{[V]}tr(a|V)$
$(a\in A:)$

となる $\alpha[v]\in IC\sim$ が存在する. この $\alpha[v]$ を $T$: の weight と呼ぶ.
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命題 1.7. $R(A)$ において, $p(1_{A_{i}})(i\in I)$ が零因子でないと仮定し, $\tilde{R}_{K}(A)=$

$R_{I\backslash }.\cdot(A)[1/p(1_{a}.\cdot) : i\in I]$ とおく. $\sim Ti$ : $A_{i}arrow\tilde{R}(A)$ を

$\sim T_{i(a)=p(a)}/p(1_{A;})$

によって定義する. このとき, $\sim T\dot{.}$ は pre-Markov trace であり, その weight は

$\alpha_{[V]}=[V]/p(1_{A_{i}})$

で与えられる. 特に, $\pi$ : $\tilde{R}_{It’}(A)arrow I\acute{\iota}$ を $I\iota’$-mlgebra homomorphism とするとき,

$\tau_{i}(a)=\pi(p(a)/p(1_{A_{i}}))$

で定義される $\tau_{i}$ も pre-Markov trace である.

逆に,

命題 1.8. $\tau$: : $A_{i}arrow K(i\in I)$ を pre-Markov trace とする. $[V]\in R(A_{i})$ に $\tau_{i}$ の

weight $\alpha[V]$ を対応させる写像は $R(A)$ から $Ii’$ への algebra homomorphism である.

次に, 2つの graded tower の間の関係を考える.

定義 1.9. $A=(\{A|.\}:\in I, \{\alpha_{ij}\}_{i,j\in I})$ を I-graded tower, $B=(\{Bi\}i\in J, \{\beta ik\}_{j,k\in J})$

を $J$-graded tower とする. このとき, $A$ から $B$ への準同型 $f$ とは, 可換半群の準

同型 $f$ : $Iarrow J$ と $It’$-algebra homomorphism $f_{i}$ : $A_{i}arrow B_{f(i)}(i\in I)$ であって,

$B_{f(i+j)}$ における共役を除いて図式

$A_{i}\Theta A_{j}$
$arrow\alpha_{ij}$

$A_{i+j}$

$f_{*}.\otimes f_{j}\downarrow$
$\downarrow f_{\backslash +j}$.

$B_{f(i)}\otimes B_{f\langle j)}arrow\beta_{f(i)f(i)}B_{f(i+j)}$

を可換にする, つまり, $pij\in B_{f(i+j)}$ が存在して,

$\beta_{f(i),[(j)}(f_{i}(a)\otimes f_{j}(b))=p_{ij}f_{i+j}(\alpha_{ij}(a\otimes b))\rho_{ij}^{-1}$ $(a\in A_{i}, b\in A_{j})$

を満たすもののことである.
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命題 1.10. $f$ : $Aarrow B$ を準同型とする. このとき,

(1) $[V]\in R(A:)$ に対して, $f^{\sim}([V])=[B_{\int(i)}\otimes_{A}.\cdot V]\in R(Bf(i))$ と定義すると,

$f:R(A)\simarrow R(B)$

は環の準同型である.

(2) $a\in A_{i}$ に対して,

$f^{\sim}(p(a))=p(f_{i}(a))$ .

\S 2. 対称関数.

$\Lambda=\Lambda\chi$ を $X=\{x_{1}, x_{2}, \ldots\}$ に関する対称関数のなす環とする. (詳しくは [Mac]
を参照されたい.) つまり, A は $N$-graded ring $\Lambda=\oplus_{d\geq}0^{\Lambda_{d}}$ であり, 各斉次成分は

$\Lambda_{d}=\lim_{n}(\mathbb{Z}[x_{1}, \ldots, x_{n}]^{6_{n}})_{d}arrow$

で与えられる. ここで, $(\mathbb{Z}[x_{1}, \ldots, x_{n}]^{6_{n}})_{d}$ は $n$ 変数 $d$次の対称式全体である. $e_{n}(X)$ ,
$h_{n}(X)\in\Lambda_{n}$ をそれぞれ $n$ 次の基本対称式, 完全対称式とする:

$\sum_{n\geq 0}h_{n}(X)t^{n}=\prod_{1}$.
$(1+x_{i}t)$ ,

$\sum_{n\geq 0}e_{n}(X)t^{n}=\prod_{i}(1-x_{i}t)^{-1}$ .

このとき,

$\Lambda=\mathbb{Z}[e_{1}, e_{2}, \ldots]=\mathbb{Z}[h_{1}, h_{2}, \ldots]$

であり, A の \sim 基底として, Schur 関数

$s_{\lambda}=\det(h_{\lambda_{i}i+j}-)$

がとれる. この基底 $\{s_{\lambda}\}$ に関する構造定数 $LR_{\mu\nu}^{\lambda}$ を $Littlew\infty d$-Richardson 係数と
いう:

$s_{\mu}s_{\nu}= \sum_{\lambda}LR_{\mu\nu}^{\lambda}s_{\lambda}$
.
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$Ax[z]$ を $\Lambda x$ 上の 1変数多項式環とし, $\deg\approx=2$ と定めることによって, $\Lambda_{d}\backslash ’[z]$

を $N$-graded ring と見なす. よって, その $n$ 次斉次成分は

$(\Lambda_{X}[\approx])_{n}=\oplus\Lambda_{X,d}z^{k}d+2k=n$

で与えられる.

定義 2.1. $B_{\lambda}(X;z)_{:}C_{\lambda}(X;z)\in Ax[z]$ を

$\sum_{\lambda}B_{\lambda}(X;z)s_{\lambda}(U)=\frac{\prod_{k\leq\iota^{(1-zu_{k}u\iota)}}}{\prod_{i,j}(1-x_{i}u_{j})}$

$\sum_{\lambda}C_{\lambda}(X;z)s_{\lambda}(U)=\frac{\prod_{k<l}(1-zu_{k}u_{l})}{\prod_{i,j}(1-x_{i}u_{j})}$

によって定義する.

分割 $\lambda$ に対して, その Young 図形を主対角線に関して折り返してできる Young

図形に対応する分割を ${}^{t}\lambda$ とする. そして, $p(\lambda)=\#\{i:\lambda_{i}\geq i\}$ とおき,

$\alpha_{i}=\lambda_{i}-i$ , $\beta_{i}={}^{t}\lambda_{i}-i$ $(1\leq i\leq p(\lambda))$

とおく. このとき, $\lambda=(\alpha|\beta)$ と表わす (Frobenius notation). 特に, $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha)P$

$(\alpha_{1}>\cdots>\alpha_{p}\geq 0)$ に対して, $(\alpha_{1}+1, \ldots , \alpha_{p}+1|\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{p})$ なる分割を $(\alpha+1|\alpha)$

と略記する. また, $\kappa=(\kappa_{1}, \kappa_{2}, \ldots)$ に対して, $2\kappa=(2\kappa_{1}’,2\kappa_{2}, \ldots)$ とおく. この

とき,

命題 2.2.

$B_{\lambda}(X;z)= \sum_{\mu}(\sum_{\nu=(\alpha+1|\alpha)}(-z)^{|\nu|/2}LR_{\mu\nu}^{\lambda})s_{\mu}(X)$ ,

$C_{\lambda}(X;z)= \sum_{\mu}(\sum_{\nu=(\alpha|\alpha+1)}(-z)^{|\nu|/2}LR_{\mu\nu)}^{\lambda}s_{\mu}(X)$,

$s_{\lambda}(X)= \sum_{\mu}(\sum_{\kappa}z^{|\kappa|}LR_{2\kappa,\mu}^{\lambda}‘)B_{\lambda}(X;z)$

$= \sum_{\mu}(\sum_{\kappa}z^{|\kappa|}LR_{t}^{\lambda}(2\kappa),\mu)C_{\lambda}(X;z)$ .
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系 2.3. $\{z^{k}Bx(X;z):|\lambda|+2k=n\}$ は $A[z]_{n}$ の Z-基底をなす.

注意 2.4. $B_{\lambda}(X;0)=C_{\lambda}(X;0)=s_{\lambda}(X)$ である. また, $\lambda so=B_{\lambda}(X;1),$ $\lambda_{Sp}=$

$C_{\lambda}(X;1)$ は $[KoiT]$ で定義されている universal character であり,

$B_{\lambda}(X;z)=z^{|\lambda|/2}\lambda_{SO}(z^{-1/2}X)$ , $C_{\lambda}(X;z)=z^{|\lambda|/2}\lambda_{Sp}(z^{-1/2}X)$ .

$\Lambda x\otimes A_{Y}$ は自然に $(N\cross N)$-graded ring となり, $(\Lambda x\otimes A_{Y})[w]$ を $\deg w=(1,1)$

と定めることによって, $(N\cross N)$-graded ring と見ることができる. よって, その

$(’ n, n)$ 次斉次成分は

$((\Lambda_{X}\otimes\Lambda_{Y})[w])_{m,n}=$ $\oplus$ $(\Lambda_{X,p}\otimes A_{Y,q})w^{k}$

$p+k=m,q+k=n$

で与えられる.

定義 2.5. $A_{\lambda,\mu}(X, Y;w)\in(\Lambda_{X}\otimes\Lambda_{Y})[w]$ を

$\sum_{\lambda,\mu}A_{\lambda,\mu}(X, Y;w)s_{\lambda}(U)s_{\mu}(V)=\frac{\prod_{k,l}(1-wu_{k}v_{l})}{\prod_{i.j}(1-x_{i}u_{j})(1-y_{\dot{\iota}}v_{j})}$

によって定義する.

命題 2.6.

$A_{\lambda,\mu}(X, Y;w.)=\sum_{\xi,\eta}(\sum_{r}(-tv)^{|r|}LR_{\xi,r}^{\lambda}LR_{\eta,{}^{t}r}^{\mu})s_{\xi}(X)s_{\eta}(Y)$ ,

$s_{\lambda}(X)s_{\mu}( Y)=\sum_{\xi,\eta}(\sum_{r}w^{|r|}LR_{\xi,r}^{\lambda}LR_{\eta,\tau}^{\mu})A_{\xi,\eta}(X, Y;w)$ .

$*_{\backslash }2.7$ . $\{w^{k}A_{\lambda,\mu}(X, Y;w) : |\lambda|+k=m, |\mu|+k=n\}|h((A_{X}\otimes A_{Y})[w])_{m,n}\sigma)\mathbb{Z}-$

基底をなす.

注意 2.8. $A_{\lambda,\mu}(X, Y;0)=s_{\lambda}(X)s_{\mu}(Y)$ である. また, $[\lambda, \mu]_{GL}=A_{\lambda,\mu}(X, Y;1)$ は

[Koi] で導入されている $GL$ の有理表現の universal character である.
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命題 2.9. $M$ :A $\otimes Aarrow\Lambda$ を積写像とし, 環準同型 $\overline{\Lambda\cdot I}$ : $(\Lambda x\otimes\Lambda_{Y})[\iota v]arrow Ax[z]$ を

$\overline{M}|_{\Lambda\emptyset\Lambda}=M$, $\overline{M}(w)=z$

によって定義する. このとき,

$\overline{M}(A_{\lambda,\mu}(X, Y;w))=\sum_{\nu}(\sum_{\alpha,\beta,\zeta\eta},z^{|\alpha|+|\beta|}LR_{2\alpha,\xi}^{\lambda}LR_{2\beta,\eta}^{\mu}LR_{\xi,\eta}^{\nu})B_{\nu}(X;z)$ .

\S 3. Hecke, Brauer, BMW-algebra $g$) $LR$ ring.

この節では, 古典群 (と対応する量子群) の centralizer algebra として現われる

graded tower の $LR$-ring の構造を対称関数環を用いて記述する.

定義 3.1. (Iwahori-Hecke algebra) $H_{n}(q)$ を次の表示で定義される $\mathbb{C}(q)$-algebra

とする.

生成元 $:T_{1},$
$\ldots,$

$T_{n-1}$ ,

関係式 $:T_{i}T_{j}=T_{j}T_{i}$ $(|i-j|\geq 2)$ ,

$T_{i}T_{i+1}T_{\dot{\iota}}=T_{i+1}T_{i}T_{i+1}$ ,

$(T_{\dot{\iota}}-q)(T_{1}+1)=0\backslash .$ .

このとき, $H_{n}(q)$ は半単純環であり, その既約表現は $n$ の分割によってパラメト

ライズされる. $\lambda\vdash n$ に対応する $H_{n}(q)$ の既約表現を $V_{H_{n}(q)}^{\lambda}$ とする. $U_{q}(\mathfrak{g}\mathfrak{l}(N))$ の

自然表現を $V$ とすると, $N$ が十分大きいとき,

$H_{n}(q^{2})\cong End_{U_{q}19^{1\{N))(V^{\otimes n})}}$

また, $\mathcal{H}=\{H_{n}(q)\}_{n\in N}$ は

$H_{m}(q)$ $\otimes$ $H_{n}(q)$ $arrow$ $H_{m+n}(q)$

$T_{i}$ $O^{x}$ 1 $\mapsto$ $T_{i}$

1 $\otimes$ $T_{i}$ $\mapsto$ $T_{m+i}$

に関して自然に $N- g_{I}\cdot\text{\‘{a}} ded$ tower となる.
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定理 3.2. $ch([V_{H_{n}(q)}^{\lambda}])=s_{\lambda}$ によって定義される写像 $ch:R(\mathcal{H})arrow\Lambda$ は環の同型で

ある.

定義 3.3. (Brauer algebra) $D_{n}(x)$ を次の表示で定義される $\mathbb{C}(x)$-algebra とする.

生成元 : $e,$ $s_{1},$
$\ldots,$ $s_{n-1}$ ,

関係式 :sisj $=s_{j^{S_{*}}}$
. $(|i-j|\geq 2)$ ,

$s_{i}s_{i+1^{S_{1}}}\cdot=s_{i+}]s:s_{i+]}$ ,

$s_{i}^{2}=1$ ,

$es:=s:e$ $(i\geq 3)$ ,

$es_{2}e=e$ ,

$es_{1}=s_{1}e$ ,

$e^{2}=xe$ .

このとき, $D_{n}(x)$ は半単純環であり, その既約表現は

$\hat{B}(n)=$ { $(\lambda,$ $k):\lambda$ は $n-2k$ の分割, $k=0,1,2,$ $\ldots$ }

によってパラメトライズされる. $(\lambda, k)\in\hat{B}(n)$

,
に対応する $D_{n}(x)$ の既約表現を

$\ddagger_{D_{n}(x)}^{r\lambda,k}$
, とする. $O(N),$ $Sp(N)$ ( $N$ は偶数) の自然表現を $V$ とすると, $N$ が十分

大きいとき,

$D_{n}(N)\cong End_{O(N)}(V^{\otimes n})$ , $D_{n}(-N)\cong End_{Sp(N)}(V^{\otimes n})$ .

また, $D=\{D_{n}(x)\}_{n\in N}$ は

$D_{m}(x)$ $\otimes$ $D_{n}(x)$ $arrow$ $D_{m+n}(x)$

$s$ ; $\otimes$ 1 $\mapsto$
$s_{i}$

$e$ $\otimes$ 1 $\mapsto$ $e$

1 $\otimes$
$s_{i}$ $\mapsto$ $s_{m+i}$

1 $\otimes$ $e$ $\mapsto$ $e_{m+1}$

に関して自然に $N$-graded tower となる. ここで,

$e_{m+1}=s_{m}s_{m-1}\ldots s_{1}es_{1}\ldots s_{m-1}s_{m}$ .
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定理 3.4. $ch([V_{D_{n}(x)}^{\lambda,k}])=\approx^{k}B_{\lambda}(X;z)$ によって定義される写像 $ch:R(D)arrow\Lambda_{X}[z]$

は環の同型である.

定義 3.5. (Birman-Murakami-Wenzl algebra) $BMW_{n}(t, q)$ を次の表示で定義され

る $\mathbb{C}(t, q)$-algebra とする.

生成元 $:T_{1:}\ldots,$ $T_{n-1}$ ,

関係式 $:T_{i}T_{j}=T_{j}$ 鴎 $(|i-j|\geq 2)$ ,

$T_{1}T_{i+1}T_{\dot{l}}=T_{\dot{\iota}+1}T_{\dot{\iota}}T_{i+1}$ ,

$(T_{i}-t^{-1})(T_{i}-q)(T_{i}+q^{-1})=0$ ,

$E_{i}T_{i-1}^{\pm 1}E_{i}=t^{\pm 1}E_{i}$ ,

$E_{i}T_{i+1}^{\pm 1}E,$ $=t^{\pm 1}E_{i}$ .

ここで, $E_{i}=1-(T_{i}-T_{i}^{-1})/(q-q^{-1})$ である.

このとき, $BMW_{n}(t, q)$ は半単純環であり, その既約表現は $\hat{B}(n)$ によってパラメ

トライズされる. $(\lambda, k)\in\hat{B}(n)$ に対応する $BMW_{n}(t, q)$ の既約表現を $V_{BMW_{n}(t,q)}^{\lambda,k}$

とする. $U_{q}(50(2N+1))$ の自然表現を $V$ とすると, $N$ が十分大きいとき,

$BMW(q^{2N} , q)\cong End_{U_{q}(\epsilon o(2N+1))}(V^{\otimes n})$

また, $B\mathcal{M}\mathcal{W}=\{BMW_{n}(t, q)\}_{n\in \mathbb{N}}$ は自然に

$BMW_{m}(q)$ $\otimes$ $BMW_{n}(q)$ $arrow$ $BMW_{m+n}(q)$

$T_{i}$. $\otimes$ 1 $\mapsto$ $T_{i}$

1 $\subset 4$ $T_{i}$ $\mapsto$ $T_{m+i}$

に関して自然に N-graded tower となる.

定理 3.6. $ch([V_{BMW_{n}(t,q)}^{\lambda,k}])=z^{k}B_{\lambda}(X;z)$ によって定義される写像 $ch:R(B\mathcal{M}\mathcal{W})arrow$

$\Lambda_{X}[z]$ は同型である.
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定義 3.7. $B_{m,n}(x)$ を次の表示で定義される $\mathbb{C}(x)$-algebra とする.

生成元 $:s_{-(n-1)},$ $\ldots,$ $s_{-1},$ $e,$ $s_{1},$
$\ldots,$ $s_{m-1}$ ,

関係式 $:s_{i}s_{j}=s_{j^{S}i}$ $(|i-j|\geq 2)$ ,

$s_{i}s_{i+1}s_{i}=s_{i+1^{S}i^{S}i+1}$ ,

$S_{1}^{2}$. $=1$ ,

$es:=s_{i}e$ $(|i|\geq^{\underline{o}})$ ,

$es\pm 1e=e$ ,

$e^{2}=xe$ ,

$s_{1}s_{-1}es_{1}s_{-1}e=es_{1}s_{-1}e=es_{1}s_{-1}es_{1^{S}-1}$ .

$B_{m,n}(x)$ は半単純環であり, その既約表現は

$\wedge(m, n)=$ { $(\lambda,$
$\mu,$ $k):\lambda$ は $m-k$ の分割, $\mu$ は $n-k$ の分割 J $=0,1,$ $\ldots$ }

でパラメトライズされる. $(\lambda, \mu, k)\in\hat{A}(m, n)$ に対応する $B_{m,n}(x)$ の既約表現を

$\dagger_{B_{mn}(x)}/^{\prime\lambda,\mu,k}|$ とする. $GL(N)$ の自然表現を $V$ , その反傾表現を $V^{*}$ とすると, $N$ が十

分大きいとき,

$B_{m,n}(N)\cong End_{GL(N)}(V^{\otimes m}\otimes(V^{*})^{\otimes n})$ .

また, $B=\{B_{m,n}(x)\}_{(m,n)\in NxN}$ は自然に

$B_{k,l}(x)$ $\otimes$ $B_{m,n}(x)$ $arrow$ $B_{k+m,l+n}(x)$

$s_{i}$
$\otimes$ 1 $rightarrow$

$s_{i}$

$e$ $\otimes$ 1 – $e$

1 $\otimes$
$s_{i}$ – $\{$

1 $\otimes$ $e$ –

$s_{-l-:}$ $(i<0)$

$s_{k+i}$ $(i>0)$

$e_{-k-1,l+1}$

に関して自然に $(N\cross N)$-graded tower となる. ここで,

$e_{-k-1,l+1}=s_{-k}\ldots s_{-1}s_{l}\ldots s_{1}es_{1}\ldots s_{l}s_{-1}\ldots s_{-k}$ .
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定理 3.8. $ch([V_{B_{m,\mathfrak{n}}\langle x)}^{\lambda,\mu,k}])=z^{k}A_{\lambda,\mu}(X, Y;\iota\iota’)$ によって定義される写像 $ch$ : $R(B)arrow$

$(\Lambda x\otimes\Lambda_{Y})[w]$ は環の同型である.

定義 3.9. $A_{m,n}(t, q)$ を次の表示で定義される $\mathbb{C}(t, q)$-algebra とする.

生成元 $:T_{-(n-1)},$ $\ldots,$
$T_{-1},$ $E,$ $T_{1},$ $\ldots.T_{m-1}$ ,

関係式 $:T_{i}T_{j}=T_{j}T_{i}$ $(|i-j|\geq\underline{?})$ ,

$T_{*}T_{i+1}T_{i}=T_{i+1}T_{1}T_{+1}.$ ,

$T_{i}^{2}=1$ ,

$ET_{*}=T_{i}E$ $(|i|\geq 2)$ ,

$ET\pm 1E=tE$ ,

$E^{2}=xE$ ,

$T_{1}T_{-1}^{-1}ET_{1}^{-1}T_{-1}E=ET_{1}^{-1}T_{-1}E=ET_{1}T_{-1}^{-1}ET_{1}^{-1}T_{-1}$ .

ここで, $x=(1-t)/(1-q)$ である.

$-4_{m,n}(x)$ は半単純環であり, その既約表現は $\hat{A}(m, n)$ でパラメトライズされる.

$(/\backslash \mu:’ k)\in\hat{A}(m, n)$ に対応する $A_{m,n}(x)$ の既約表現を $V_{A_{m,n}(x)}^{\lambda,\mu,k}$ とする. $L7_{q}(\mathfrak{g}1(N))$

の自然表現を $V$ , その反傾表現を $V^{*}$ とすると, $N$ が十分大きいとき,

$A_{m,n}(q, q)N\cong End_{U_{q(\mathfrak{g}l(N))(V\otimes(V^{*}))}}\otimes m‘.n\lambda$ .

また, $A=\{A_{m\cdot,n}(x)\}_{m,n\in N}$. は自然に

$A_{k,l}(x)$ $\otimes$ $A_{m,n}(x)$ $-arrow$ $A_{k+m,l+n}(x)$

$T_{i}$ $\otimes$ 1 $\mapsto$ $T_{\dot{*}}$

$E$ $\otimes$ 1 –

1 $\otimes$ T.$\cdot$ – $\{$

$E$

$T_{-l-*}$. $(i<0)$

$T_{k+i}$ $(i>0)$

1 $\otimes$ $E$ $\mapsto$

.
$E_{-k-1,l+1}$

に関して自然に $(N\cross N)$-graded tower となる. ここで,

$E_{-k-1,i+1}=T_{-k}\ldots T_{-1}T_{l}^{-1}\ldots T_{1}^{-1}ET_{1}\ldots T_{l}T_{-1}^{-1}\ldots T_{-k}^{-1}$ .
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定理 3.10. $ch([V_{A_{m,n}(x)}^{\lambda,\mu,k}])=\sim^{k}.A_{\lambda,\mu}\sim(X, Y;\iota 0)$ によって定義される写像 $ch:R(A)arrow$

$(\Lambda_{Y}.\otimes\Lambda_{Y})[w]$ は環の同型である.

証明はいずれの場合も

(1) $Schur- V^{\gamma}ey1$-Brauer 型の duality を用いて, 有限変数版の (Weyl 群不変式

環における) Frobxnius の公式を導く. (これはすでに, [H], [HR], $[KiW1]$ ,

$[KiW2],$ $[R1],$ $[R2]$ , [Ush] によってなされている.)

(2) (1) の Frobenius の公式から無限変数版の (対称関数を用いた) Frobenius の

公式を導く.

(3) 命題 15を用いて, $ch$ が同型であることを示す.

の手順で行なわれる. また, 命題 1.7を用いることによって, 上にあげた centralizer

algebra に対する Markov trace を導くことができる.

最後に, 命題 110を用いると次の定理が証明できる.

定理 3.11. (1) $B_{m,n}(x)$ から Brauer algebra $D_{m+n}(x)$ への algebra homomor-

phism $\iota_{m,\mathfrak{n}}$ で,

$\iota_{m,n}(s_{-:})=s_{n-i}$ $(1\leq i\leq n-1)$ ,

$\iota_{m,n}(e)=e_{n}$ ,

$\iota_{m,n}(s_{j})=s_{n+j}$ $(1\leq j\leq m)$

となるものが存在する.

(2) $(\iota_{m,n})_{(m,n)\in NxN}$ は $N\cross N$-graded tower $\mathcal{B}$ から N-graded tower $D$ への準同

型 $\iota$ を定める.

(3) 次の図式は可換である.

$R(B)$ $arrow\sim\iota R(D)$

$ch\downarrow$ $\downarrow ch$

$(A_{\lambda’}\otimes\Lambda_{Y})[w]arrow\overline{M}A_{X}[z]$

ここで, $\overline{M}$ は命題 29で定義した環準同型である.
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