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\S 0. はじめに.
量子群と $q$-直行多項式は深いつながりを持っている。 この note では量子球面

$S_{q}^{N-1}$ 上の “調和解析 ” について述べる $(cf.[S])$ 。 Uq(50N)-加群として定義される量
子球面 $S_{q}^{N-1}$ 上の多項式函数環 $A_{q}(S^{N-1})=$ “

$A(S_{q}^{N-1})$
” に働く 多項式係数 “微分

作用素環” の構成が基本的な枠組みを与える。ここでは、 $U_{q}(g0_{N})$ の作用の下での
covariance を持つ “微分作用素環 ” を $B$ , D型の量子 R行列を用いて構成した。
この場合に於いても古典の時と同様に “帯球函数” を考えることができる。ここで

“帯球函数 ” というのは、$U_{q}(so_{N})$ の中に $U(5oN)$ の中の左 ideal $J=U(s\circ_{N})\cdot f$ $(f=$

$so_{N-1}\subset so_{N})$ に対応する余 ideal $J_{q}$ を作り、 その $J_{q}$ -不変な $A_{q}(S^{N-1})$ の vector
をさして言う。 この余 ideal $J_{q}$ として “標準的” なものと “非標準的” なものが構
成できる。

この 2つの余 ideal $J_{q}$ に対応して、 $A_{q}(S^{N-1})$ 上の四球函数は次の 2つの q-直交
多項式で表される :
(1) big $q$-Jacobi polynomials

$P_{n}^{(\alpha,\beta)}(z;c, d : q)$ $:=_{3}\phi_{2}[ q^{-n}, q^{l+\alpha+\beta+1}’,zq^{\alpha+1}./cq^{\alpha+1},-q^{\alpha+1}d/c;q, q]$

(2) Roger’s continuous $q$-ultraspherical polynomials

$C_{n}^{\lambda}(X;q):= \frac{(q^{2\lambda},q)_{n}}{(q\cdot q)_{n}},\cdot q^{-\frac{\mathfrak{n}\lambda}{2}}4\phi_{3}$ $[$

ただし、 $X=(z+z^{-1})/2$ .
上では次の記号を用いた :

$q^{-n2\lambda+n\frac{\lambda}{2+}}q^{\lambda+\frac{1}{2}}’,$

$-q^{-\frac{1}{2}}",-q^{\lambda}q,$

$z,z^{-1}q^{\text{ヲ}}$

; $q,$ $q$ ]

$r+1\phi_{1}$
$[ a_{0},a_{1},. \cdot.\cdot.\cdot,a_{f}b_{1},,b_{f} ; q, x]:=\sum_{j=0}^{\infty}.\frac{(a_{0}.’ q)_{j}(a_{1}.’ q)_{j}.\cdot.\cdot.\cdot(a_{f},q)_{j}}{(q,q)_{j}(b_{1},q)_{j}(b_{r}\cdot q)_{j}}.,\cdot x^{j}$

$(a;q)_{n}:=\{$
1 if $?1=0$

$(1-a)(1-aq)\ldots(1-aq^{n-1})$ if $\uparrow\iota\geq 1$ .

Big q-Jacobi 多項式 $P_{n}^{(\alpha_{1}\beta)}(z;c, d:q)$ は次の $q$-差分方程式で特徴付けられる :

$\{(c-zq^{\alpha+1})(d+zq^{\beta+1})T_{q,z}-(1+q)cd-q(c(1+q^{\beta})-d(1+q^{\alpha}))z$

$+q^{-n+1}(1+q^{\alpha+\beta+2n.+1})z^{2}+q(c-z)(d+z)T_{q,z}^{-1}\}P_{n}^{(\alpha,\beta)}(z;c, d:q)=0$
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ここで $T_{q_{1}z}$ は $q$ -shifl operator である :

$T_{q,z}.z^{n}=q^{n}z^{n}$ for all $71\in \mathbb{Z}$ .

=方、continuous $q$-Jacobi polynomial $C_{n}^{\lambda}(X;q)$ は次の漸化式で特徴付けられる :

$2XC_{n}^{\lambda}(X;q)=F_{n}C_{fl+1}^{\lambda}(X;q)+G_{n}C_{n-1}^{\lambda}(X;q)$

ただし、 $C_{-1}^{\lambda}(X;q)\equiv 0,$ $C_{0}^{\lambda}(X;q)\equiv 1$ ,

$F_{n}= \frac{1-q^{n+1}}{1-q^{\lambda+n}}$ and $G_{n}= \frac{1-q^{2\lambda+n-1}}{1-q^{\lambda+n}}$ .

さて、直交多項式というからには直交関係式について述べなければならない。 Big
q-Jacobi 及び continuous $q$-ultraspherical polynomial はそれぞれ離散測度、連続測
度に関する直交多項式である。
(1) big $q$-Jacobi 多項式の直交関係式

$\int_{-}^{c_{d}}P_{n}^{(\alpha,\beta)}P_{m}^{(\alpha,\beta)}\cross(qz/c;q)_{\alpha}(-qz/d.;q)_{\beta}d_{q^{Z}}$

$= \frac{\delta_{mn1}}{M}..\frac{(q,q)_{m}(1-q^{\alpha+\beta+1})(q^{\beta+1},-q^{\beta+1}c/d\cdot q)_{m}}{(q^{\alpha+\beta+1},q)_{m}(1-q^{\alpha+\beta+2m+1})(q^{\alpha+1},-q^{\alpha+1}d/c,q)_{rn}},.$

.

ただし

$M= \int_{-d}^{r}’(qz/c;q)_{\alpha}(-qz/d;q)_{\beta}d_{q}.z$

$=c’ \frac{(1-q)(q\cdot q)_{\alpha}(-d/c\cdot q)_{\alpha+1}(-qc/d\cdot q)_{\beta}}{(q^{\beta+1}\cdot q)_{\alpha+1}},$”.

上の “
$q$-積分 ” は

$\int_{0}^{a}F(z)d_{q}z:=a(1-q)\sum_{n=0}^{\infty}F(aq^{n})q^{n}$ , and $\int_{b}^{a}d_{q}z:=\int_{0}^{a}d_{q}z-\int_{0}^{b}d_{q}z$

で定義される。

(2) continuous $q- ultrasllerical$ polynomial の直交関係式

$\int_{-1}^{1}C_{m}^{\lambda}(X;q)C_{n}^{\lambda}(X;q)W_{\lambda}(X;q)\frac{1}{\sqrt{1-X^{2}}}dX=\frac{\delta_{mn}}{h_{n}(q^{\lambda}.q)}$.

ただし

$W_{\lambda}(X;q)= \frac{(z^{2},z^{-2}\cdot q)_{\infty}}{(q^{\lambda}z^{2},q^{\lambda}z^{-2}\cdot q)_{\infty}},$

,
$(X= \frac{z+z^{-1}}{2})$ ,

$h_{n}(q^{\lambda} : q)=’ \frac{(q,q^{2\lambda}\cdot q)_{\infty}(q\cdot q)_{n}(1-q^{\lambda+n}}{2\pi(q^{\lambda},q^{\lambda+1}\cdot q)_{\infty}(q^{2\lambda},q)_{n}(1-q^{\lambda})},’$ .

ここで $(a_{1}, a_{2} ; q)_{n}=(a_{1} ; q)_{n}(a_{2}, ; q)_{n}$ という記号を使った。
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\S 1. 量子包絡環 $U_{q}(so_{N})$ と量子 R- 行列.
量子包絡環 $U_{q}(^{r}\triangleleft 0_{n})$

$P$を基底 { $\epsilon_{j}11\leq j\leq n$ を持つ rank $7l$ の三一由加群とする:

$P=\mathbb{Z}\epsilon_{1}\otimes\cdots\otimes \mathbb{Z}\epsilon_{n}$ .

$P$ $\cross$ P上に symmetric bilinear form : $P\cross Parrow \mathbb{Z},$ $(\epsilon_{i,j}\epsilon)=\delta_{ij}$ を固定し、 この
symmetric bilinear form によって $P$ とその dual $P^{*}=Hom_{\mathbb{Z}}(P, \mathbb{Z})$ を同=視する.
Lie環 $zo_{N}$ は $N=2n+1$ の時は $B_{n}$型の root系に対応するものであり、その単純 root
を\alpha 1 $=\epsilon_{1}-\epsilon_{2},$ $\alpha_{2}=\epsilon_{2}-\epsilon_{3},$

$\ldots,$ $\alpha_{n-1}=\epsilon_{n-1}-\epsilon_{n},$ $\alpha_{n}=\epsilon_{n}$ とする. =方、$N=2n$ の
ときは $D_{n}$ 型に対応し、単純 root を\alpha 1 $=\epsilon_{1}-\epsilon_{2},$

$\ldots,$
$\alpha_{n-1}=\epsilon_{n-1}-\epsilon_{n},$ $\alpha_{n}=\epsilon_{n-1}+\epsilon_{n}$

とする。以下、断らない限り基礎体として $K=\mathbb{Q}(q^{1}2)$ (架を不定元とする $\mathbb{Q}-$の有理
函数体) 、 もしくは $K=\mathbb{C}$ ( $q$は実数で $q\neq 0,$ $\pm 1$ ) をとる。量子包絡環 $U_{q}=U_{q}(so_{n})$

は次の生成元と基本関係式によって決まる結合 $K$-代数である $([D1,2], [J1,2])$
。

生成元 : $q^{u}(v, \in\frac{1}{2}P^{*}),$ $e_{j}(1\leq j\leq n),$ $f_{j}(1\leq j\leq n)$

基本関係式 :

(1) $q^{0}=1$ , $q^{u}$ . $q^{v}=q^{u+v}$ $(u, v \in\frac{1}{2}P^{*})$

(2) $q^{u}e_{j}q^{-u}=q^{(u,\alpha_{j})}e_{j}$ , $q^{u}f_{jq^{-u}}=q^{-(u,\alpha_{j})}f_{j}$ $(u \in\frac{1}{2}P^{*}, 1\leq j\leq n)$

(3) $e_{i}f_{j}-f_{j}e_{i}=\delta_{ij^{\frac{r_{1^{\alpha_{j}}}-q^{-\alpha_{j}}}{q_{j}-q_{j}^{-1}}}}$

(4) $\sum_{\nu=0}^{m}\dot{.}(-1)^{\nu}e_{i}^{m-\nu}e_{j}e_{i}^{m}=0$ $(i\neq j)$

(5) $\sum_{\nu=0}^{m}.(-1)^{\nu}f_{i}^{m-\nu}f_{j}f_{i}^{n}|’=0$ $(i\neq j)$

ただし、 $q_{j}=q\underline{(\alpha}’\alpha\cdot$

)
$\dot{I}\wedge 2,$

$m=1- \frac{2(\alpha_{\iota},\alpha_{j})}{(\alpha;1\alpha_{i})}$,and $[;]_{q}= \frac{[m]_{q}..[m-n+1]_{q}}{[n]_{q}\ldots[1]_{q}}$ .
$U_{q}(so_{N})\text{の}$ Eopf $ft\text{数}C7$) $\uparrow\S i\underline{-\ }$を aのようにと 6 :

(1) $\Delta(q^{u})=q^{u}\otimes q^{2l},$ $\epsilon(q^{u})=1,$ $S(q^{u})=q^{-u}$ $(u \in\frac{1}{2}P^{*})$

(2) $\Delta(e_{j})=q^{\alpha_{j}}\otimes e_{j}+e_{j}.\otimes 1,$ $\epsilon(e_{j})=0,$ $S(e_{j})=-q^{\alpha_{j}}e_{j}$ $(1\leq j\leq n)$

(3) $\Delta(f_{j})=1\otimes f_{j}+f_{j}\otimes q^{-\alpha_{j}},$ $\epsilon(f_{j})=0,$ $s(f_{j})=-f_{jq^{\alpha_{j}}}$ $(1\leq j\leq n)$

ここで $\Delta,$ $\epsilon$ , Sは IIopf代数としての、 comultiplication (目積)
、 counit (余単位)

、

antipode (反代数射) である。

$VectorV\text{を}K$表上現の $N$次元 vector 空間とする :

$V=KX_{1}\oplus\cdot\cdot..\oplus KX_{N}$ .

$U_{q}(so_{n})$ の vector 表現として次のものをとる :

$\rho_{V}$ : $U_{q}(\triangleleft 0_{N}’)arrow Ene1_{K}(V)$ .
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$B_{n}$型のとき $\rho v$ として

$\rho_{V}(q^{\epsilon_{j}})=.\sum_{1=1}^{N}E_{iiq^{\delta_{j}-\delta}}.\cdot:j’$ $(1 \leq j\leq|l)$

$\rho_{V}(e_{j})=E_{jj+1^{-E_{(j+1)’j^{\prime,\rho_{V}(f_{j})}}}}=E_{j+1j}’-E_{j’(j+1)’}$ $(1\leq j\leq n)$

をとる。ただし、$j’=N-j+1$ $(1 \leq j\leq N)$ である。 $D_{n}$ 型のとき $\rho v(q^{\epsilon_{j}})$

$(1\leq j\leq n),$ $\rho v(ej),$ $\rho v(f_{j})$ $(1\leq j\leq n-1)$ は上と同じで、あとは

$\rho_{V}(e_{n})=E_{n-1n’}-E_{n(n-1)’},$ $\rho_{V}(f_{n})=E_{n^{l}n-1}-E_{(n-1)’n}$

ととる。 ここで $\{E_{ij}\}_{1\leq i,j\leq N}\}$ は行列単位に対応する V上の線型作用素である:

$E_{ij}$ $X_{k}=\delta_{jk}X_{i}$ , $E_{ij}$ $E_{kl}=\delta_{jk}E_{il}^{2}$ .

量子 R行列
以下では、次の ( $U_{q}(so_{N})$ に付随する) 量子 R行列 $R\in End_{K}(V\otimes V)$ が重要な

役目を果たす:

$R=R_{q}= \sum_{i,j=1}^{N}E_{ii}\otimes E_{jjq^{\delta_{j}-\delta_{j’}}}.\cdot..\cdot+(q-q^{-1})\sum_{i>j}(E_{ij}\otimes E_{ji}-E_{ij}\otimes E_{i’j’q^{\rho:-\rho_{j}})}$

ここで

$(\rho_{1}, \ldots, \rho_{N})=\{$

$(n- \frac{1}{2}, n-\frac{3}{2}, . . . , \frac{1}{2})0,$ $- \frac{1}{2},$

$\ldots,$
$-n+ \frac{3}{2},$ $-n+ \frac{1}{2})B_{n}\text{型}$

$(n-1, n-2, \ldots, 1,0,0, -1, \ldots, -n+2, -n+1)D_{n}$型。

この R行列は次の重要で基本的な性質を持っている

定理 1.1.

(1)
Yang-Baxter方程式

$(\check{R}\otimes id)(id\otimes\check{R})(\check{R}\otimes id)=(id\otimes\check{R})(\check{R}\otimes id)(id\otimes\check{R})$

($\underline{B}\text{し_{、}}\check{R}=PR,$

$P= \sum_{i,j}E_{ij}\otimes E_{ji}$
: $u\otimes varrow v\otimes u(u, v\in V)$

(2)
\v{R}は $V\otimes_{K}$ Vから $V\otimes_{K}$ Vへの intertwiner $0$ すなわち, $\check{R}\in End_{U_{q}}(V\otimes V)$

。

\S 2. 量子 affille $N$-space 上の $diffel\cdot elltial$ .
Tensor 積 $V\otimes_{K}V$ は $U_{q}=U_{q}(50_{N})$-加群として下のように既約分解する:

$V\otimes_{K}V=V_{+}\oplus V_{-}\oplus V_{\phi}$
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但し、 $V_{+},$ $V_{-},$ $V_{\phi}$ はそれぞれ最高 weight $2\epsilon_{1},$ $\epsilon_{1}+\epsilon_{2},0$ の既約 $U_{q}$ -加群。 さて、 “量
子 $c\iota\prime ffine$ N-space 上の多項式函数環 ” を次のように定義する:

$A=A_{q}(V):=T(V)/(V_{-})$ .
ただし、 $T(V)$ は $V$に関する tensor 代数を表し、 $(V_{-})$ は $V_{-}$ の元で生成される $T(V)$

中の両側 ideal である。 $A$ は自然に生成元 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{N}$ と以下の基本関係式で定義さ
れる結合 $K$-代数と同–視できる:
(1.1)

(1) $X_{k}X_{l}=qX_{\mathfrak{l}}X_{k}$ for $k<l$ and $k\neq l,$ $l’$

(2) $X_{k’}X_{k}-X_{k}X_{k’}= \frac{q-q^{-1}}{q^{\rho_{k}-1}+q^{-\rho_{k}+1}}\sum_{j=k+1}^{(k+1)’}X_{j}X_{j}\prime q^{\rho_{j’}}$ $(1\leq k\leq n-1)$

(3) $X_{n’}X_{n}-X_{n}X_{n’}=(q^{\frac{1}{2}}-q^{-\frac{1}{2}})X_{n+1}^{2}B_{n}$ 型

$X_{n’}X_{n}=X_{n}X_{n’}D_{n}$型

命題 2.1. (1) $A$ は $K$-基底として { $X^{\nu}=X_{1}^{\nu_{1}}\ldots X_{N}^{\nu_{N}}$ ; り $\in \mathbb{Z}\geq 0$ } を持つ。 (2) $\mathcal{A}$ の

2次の元 $Q= \sum_{j=1}^{N}X_{j}X_{j^{\prime q^{\rho_{j’}}}}$ (ま $U_{q}$不変な元で (i.e. $a.Q=\epsilon(a)Q$ for any $a\in U_{q}$ )
で、 $A$ の中心を生成する。

V の双対空間を
$V^{*}=1K\searrow\partial_{1}\oplus\cdots\oplus K\partial_{N}$

とおく。ただし、 $\partial_{i}(X_{j})=\delta_{ij}$ とする。 $V^{*}$ に次の Uq-加群の構造を与える; $a\in$

$U_{q},$ $\zeta\in V^{*}(a.\xi)$ に対して、
$c$

$(a.\xi)(v)=\xi(S(0.).v)$ .
ここで $S$ は $U_{q}$ の antipode である。 この双対表現は Uq-加群として、 $V$ と同型に
なる:

$\iota$ : $Varrow V^{*}\sim,$ $X_{j}\mapsto\partial_{j}$ , $q^{\rho_{j’}}(1\leq j\leq N)$ .
((

$V^{*}$ 上の多項式函数環の $q$-analogue” $*\hat{A}=A_{q}(V^{*})$ を $\mathcal{A}$ と同じく次で定義する:

$.\hat{A}=A_{q}(V^{*}):=T(V^{*})/(V_{-}^{*})$

ここで $V_{-}^{*}$ は $V^{*}\otimes_{K}V^{*}$ の中の最高 weight $\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$ を持つ既約成分である。 この時
上の $U_{q}- isomorp1_{1ism}\iota|$ は自然に

$\iota$ : $Aarrow\hat{A}$

なる K-algebra isomorphism に拡張されることが分かる。従って $A$ と同じく $\text{、}\nearrow\downarrow\wedge$ を
$\partial_{1},$

$\ldots,$
$\partial_{N}$ を生成元とし、以下の関係式を持つ結合 K-代数と同=視する:

(1.2)
(i) $\partial_{k}\partial_{l}=q^{-1}\partial_{l}\partial_{k}$ for $k<l$ and $k\neq l,$ $l’$

$(k+1)’$

(2) $\partial_{k’}\partial_{k}-\partial_{k}\partial_{k’}=-\frac{q-q^{-1}}{C1^{\rho_{k}-1}+q^{-\rho_{k}+1}}\sum_{j=k+1}.\partial_{j}\partial_{j’q^{\rho_{j}}}$ $(1 \leq k\leq\uparrow|$. $-1)$

(.3) $\partial_{n’}\partial_{n},$ $-\partial_{n}X_{n’}=-(q^{\frac{1}{2}}-q^{-\frac{1}{2}})\partial_{n+1}^{2}$ $B_{n}$ 型

$\partial_{n’}\partial_{n}=\partial_{n}\partial_{n’}$ $D_{n}$. 型
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命題 2.2. (1) $\hat{A}$ は $K$-基底として $\{\partial^{l^{l}}=\partial_{1}^{l^{l_{1}}}\cdots\partial_{N1}^{l\downarrow N}\mu_{j}\in \mathbb{Z}\geq 0\}$ を持つ。 (2) A【の

2次の元 $\Delta=\sum_{j=1}^{N}\partial_{j}\partial_{j}$ , $q^{\rho_{j}}$ は $U_{q}$ -不変な元で (i.e. $0,.\Delta=\epsilon(a)\Delta$ for any $a\in U_{q}$ )
で、 $\hat{A}$ の中心を生成する。

Remark. $A$ 及び凶は $U_{q}$ -symmetry を持つ $K$-代数である。 $K$-代数 $A$ が $U_{q^{-}}$

symmetry を持つ $K$-代数であるとは $A$ が次の条件をみたす結合 K-代数のことを
言う :

$\varphi,$ $\psi\in A,$ $a\in U_{q},$ $\Delta(a)=\Sigma_{j}a_{j}^{1}\emptyset a_{j}^{2}$ に対して

$a.( \varphi\psi)=\sum_{j}(0_{j}^{1}..\varphi)(a_{j}^{2}.\psi)$
, $a.1=\epsilon(a).1$

即ち、積: $A\otimes Aarrow A$ と単位元 : $Karrow A$ はともに左 $U_{q}$ -加群の homomorphism.
$A_{-}\llcorner \text{の}$ differential calculus.
今、 $c,$

$c^{-1}$ を $U_{q}$ -不変な不定元とし、 $U_{q}$ -加群 $A\otimes_{K}A\otimes_{K}K[c, c^{-1}]$ に於いて、

Heisenberg の交換関係
$\partial_{i}X_{j}-X_{j}\partial_{i}=\delta_{ij}$.

の $q$-analogue を $U_{q}$ の作用の下での covariance を持つように作りたい。
まず、次のような intertwiner を考える :

$s_{1}$ : $V^{*}\otimes Varrow V\otimes V^{*}$

$s_{2}$ : $V^{*}\otimes Varrow V\otimes V^{*}\oplus Kc$

$s_{3}$ : $K\otimes Varrow V\otimes K$

$s_{4}$ : $K\otimes V^{*}arrow.V^{*}\otimes K$

ただし

$s_{1}=P(R^{-1})^{t_{1}}$ ( $t_{1}$. は第 1成分に関する転置)
$s_{2}(\partial_{i}\otimes_{J}Y_{j})=s_{1}(\partial_{i}\otimes X_{j})+\delta_{ij^{C}}$

$s_{3}$ : $c\otimes X_{j}\mapsto q_{J}Y_{j}\otimes c$ $(1 \leq j\leq N)$

$s_{4}$ : $c\otimes\partial_{j}-q^{-1}\partial_{j}\otimes c$ $(1\leq j\leq N)$ .

さらに $K$-vector space $W$ を

$T/V:=V\oplus V^{*}\oplus Kc\oplus Kc^{-1}$

と置き、 tensor 代数 $T(W)$ 中の $K$-vector subspace $\Gamma^{\tau}$ を次で定める :

$F$ $:=V_{-}\oplus V_{-}^{*}\oplus K(c\cdot c^{-1}-1)\oplus K(c^{-1}\cdot c-1)$

$\oplus(.\bigoplus_{i,j=1}^{N}(id-s_{2})(\partial_{i}\otimes_{J}Y_{j}))$

$\oplus(\bigoplus_{j=1}^{N}(id-s_{3})(c\otimes_{J}Y_{j})\bigoplus_{j=1}^{N}(id-s_{4})(c\otimes\partial_{j}))$ .
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そこで $A$ 上の “微分作用素環 ” $D$ を次のように構成する :

$D:=T(TW)/(F)$ .

$(F)$ は $T(W)$ の中の $\Gamma^{j}$ の元で構成される両側 ideal. $D$ は自然に次の生成元と基本
関係式によって決まる $K$-代数とみなされる:
生成元 $X_{1},$

$\cdots,$ $X_{N},$ $\partial_{1},$

$\cdots,$
$\partial_{N},$

$c,$
$c^{-1}$

基本関係式

(2.3) (2.1) の (1), (2), (3) 式

(2.4) (2.2) の (1), (2), (3) 式

(2.5) $c\cdot c^{-1}=1=c^{-1}\cdot c$

(2.6)
$\partial_{k}X_{k}=X_{k}\partial_{kq^{\delta_{kk^{\prime-1}}}}-(q-q^{-1})\sum_{j<k}X_{j}\partial_{j}$

$+(q-q^{-1})\delta_{k>k^{\prime zY_{k’}\partial_{k’q^{2\rho_{k’}}}}}.+c$

(2.7) $\partial_{k}X_{j}=X_{j}\partial_{k}+(q-q^{-1})\delta_{k>j’}X_{k’}\partial_{j’q^{-\rho_{k}+\rho_{j’}}}$ $(k\neq j,j’)$

(2.8) $\partial_{k}X_{k’}=qX_{k’}\partial_{k}$

(2.9) $c\cdot JY_{j}=q\lambda_{j}^{r}\cdot c$, $c\cdot\partial_{j}=q^{-1}\partial_{j}\cdot c$ .

上の $(2.6)-(2.8)$ が Ilisenberg の交換関係の $q$-analogue になっていることは明かで
ある。 この時、次の定理が成り立つ。

定理 2.3. $D$ は $K$-基底として { $X^{\nu}\partial^{\mu_{C}l}=X_{1}^{\nu_{1}}\ldots X_{N}^{\nu_{N}}\partial_{1}^{\mu_{1}}\ldots\partial_{N}^{\mu_{N}}c^{l}$ ; $\nu j,$ $\mu_{j}\in \mathbb{Z}\geq 0$ ,
$l\in \mathbb{Z}\}$ をもち、かつ $U_{q}$ -symmetry をもつ K\dashv 曵数となる。即ち、 $A\otimes_{K}\hat{A}\otimes K\mathcal{L}(\mathcal{L}=$

$K[c, c^{-1}])$ から $D$ への自然な $U_{q}$ -isomorphism がある。

さのて、 $sci1to\text{次^{}\backslash }\text{の}\mathbb{E}-$;然表な現写像を考えよう:
$D arrow D/(\sum_{j}D\partial_{j}+D(c-1))\simeq A$ .

$D$ の元 $\prime \mathfrak{l}$ と $A$ の元 $\varphi$ に対して $\eta(\varphi)$ を $\eta\otimes\varphi$ の、上の写像における canonical な
像とする。 この写像から $D$ の $\mathcal{A}$ 上の表現が引き起こされる :

$\rho$ : $Darrow End_{K}(A)$

$s.t$ . $\rho(\uparrow l)(\varphi)=\uparrow l(\varphi)$ $?l\in D,$ $\varphi\in A$ .
この時、次の定理が成り立つ。

定理 2.4. $D$ の Uq-不変な部分空間を $D^{U_{q}}=\{\eta\in D$ ; $a.\eta=\epsilon(a)\eta$ for any $a\in U_{q}\}_{\text{、}}$

また $V\otimes V^{*}$ の $U_{q}$ -不変な 2次の元を $E= \sum_{j=1}^{N}$ Xj命とする。この時、 (1) $D$ は

$Q,$ $\Delta,$ $E,$ $c,$
$c^{-1}$ で生成される。 さらに、 (2) $\rho(D^{U_{q}})$ は $U_{q}(z\mathfrak{l}_{2})$ の $A$ 上の表現を引

き起こす ($U_{q}(51_{2})$ から $\rho(D^{U_{q}})$ への全射準同型がある) 。

Remark. この場合の表現\rho は忠実でない。古典的には $D^{U(oo_{N})}\simeq U(5\text{【_{}2})$ である。
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命題 26. $D$ に於いて次の関係式が成り立つ:

(1) $\Delta Q^{s}=Q^{s}\Delta+\frac{(1+q^{N-2})^{2}}{1+q}q^{-N+2}[2s]Q^{s-1}E^{r}\cdot c$

$+ \frac{(1+q^{N-2})^{2}}{(1+q)^{2}}q^{-N+3}[2s][N+2s-2]Q^{s-1}\cdot c^{2}$ $(s\geq 0)$

(2) $EQ=QE+(1+q^{N-2})qQ\cdot c$

(3) $\Delta E=E\Delta+(1+q^{N-2})q^{-1}\delta\cdot c$ .

Remark. 上で $s=1,$ $q\mapsto 1,$ $c\mapsto 1$ とすると

$\Delta Q=Q\Delta+4E+2N,$ $EQ=QE+2Q,$ $\Delta E=E\Delta+2\Delta$

となり、 $X^{+}:=Q,$ $X^{-}:=- \frac{1}{4}\Delta,$ $H:=E+ \frac{N}{2}$ と置けば、 これらは $s\mathfrak{l}_{2}$ の関係式を

満たす :
$[H, X^{+}]=2X^{+},$ $[H, X^{-}]=-2X^{-},$ $[X^{+}, X^{-}]=H$ .

\S 3. 量子球面と帯球函数 .
$A=A_{q}(V)$ は命題 2.1から次の斉次空間に分解する :

$A=A_{q}(V)= \bigoplus_{k=0}A_{k}\infty$

ただし $A_{k}$ は $A$ の k次の斉次多項式のなす空間。 k次の “調和多項式 )’の空間を

$H_{k}$. $:=\{\varphi\in A_{k} ; \Delta(\varphi)=0\}$

で定義すると以下のことが成り立つ。

定理 3.1.

$A_{k}=Q^{j}H_{k-2j}j=0 L\frac{k}{\oplus^{2}}J$

ただし $|p$」 は $p$ を越えない最大の整数。

定理 3.2. $H_{k}.(N\geq 3, k\geq 0)$ は最高 weight vector $X_{1}^{k}$ を持つ既約 Uq-加群。

さて、量子球面 $S_{q}^{N-1}$上の函数環 $A_{q}(S^{N-1})$ を次の商代数で定義する :

$A_{q}(S^{N-1}):=A/(Q-1)$

ただし $(Q-1)$ は $Q-1$ で生成される $A_{q}(V)$ の両fflIJ ideal. この時 $A_{q}(S^{N-1})$ は

multiplicity-free に既約分解する。

定理 3.3.
$A_{q}(S^{N-1})=. \bigoplus_{k=0}^{\infty}\tilde{H}_{k}$

ここで $\overline{H}_{k}$. は $H_{k}$. の $A_{q}(S^{N-1})$ への $c$anonicaI な image で、 $H_{k}$ と同型な既約 $U_{q^{-}}$

加群。

余 ideal と帯球函数
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量子球面 $S_{q}^{N-1}$ 上の帯球函数を考えるのであるが、その前に $U_{q}(50_{N-1})$ を $U_{q}(_{2}^{r}0_{N})$

の中に埋め込むことができないことに注意しておかなければならない。そこで代わ
りに $U(50_{N})$ の左 ideal $\text{」}=(so_{N})\cdot t(t=zo_{N-1}\subset 50_{N})$ に対応する余 ideal $\text{」_{}q}$ を
[$I_{q}=U_{q}(so_{N})$ の中に作ることを考える。 ここで $U_{q}$ の部分集合 $J_{q}$ が余 ideal と言
うのは、 $\text{」_{}q}$ が $U_{q}$ の中の K線型部分空間であって

$\triangle(\text{」_{}q})\subset J_{q}\otimes U_{q}+U_{q}\otimes\text{」_{}q}$ , かつ $\epsilon(J_{q})=0$

を満たすことを言う。
次のような 2つの左 ideal $J_{a}$ を考える :
Type $I$

$\text{」_{}q}$ $:=<e_{1},$
$\ldots,$ $e_{n-1},$ $f_{1)}\ldots,$ $f_{n-1},$ $\frac{q^{\epsilon_{1}}-1}{q-1},$

$\ldots,$
$\frac{q^{e_{\hslash}}-1}{q-1}>(B_{n^{f}}4)$

Type II
$\text{」_{}q}:=\{$

$<e_{2)}\ldots,$ $e_{n},$ $f_{2},$
$\ldots,$

$f_{n},$ $0_{1)}\theta_{2},$ $\frac{q^{e_{2}}-1}{q-1},$

$\ldots,$
$\frac{q^{\epsilon_{n}}-1}{q-1}>$

$(B_{n}’ 4(n>1)RUD_{7l}\ovalbox{\ttREJECT}(n>2) )$

$<\theta_{1}>$ $(N=3)$

$($ $<\theta_{1},$ $\theta_{2},$ $\frac{q-1}{q-1}‘>$ $(N=4)$
ただし

$=\{$

$s\cdot e_{1}+(-1)^{n-1}t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{2}f_{3}\ldots f_{n}f_{n}\ldots f_{2}fi$ $B_{n}\Sigma^{1}\underline{J},(n>1)$

$s\cdot e_{1}+(-1)^{n-2}t\cdot(1^{\epsilon_{1}}f_{2}f_{3}\ldots f_{n-1}f_{n}f_{n-2}\ldots f_{2}fi$ $D_{n}\Sigma\rfloor$

$s\cdot e_{1}+t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{1}$ $(N=3)$

$s\cdot e_{1}+t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{2}$ $(N=4I$

$s\cdot e_{1}+(-1)^{n-2}t\cdot(j^{\epsilon_{1}}f_{2}f_{3}\ldots f_{n-1}f_{n}f_{n-2}\ldots f_{2}fi$ $D_{n}2^{\rfloor}(\uparrow x>2)$

$s\cdot e_{1}+t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{1}$ $(N=3)$

$s\cdot e_{1}+t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{2}$ $(N=4)$

$\theta_{2}:=\{$

$t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{1}+(-1)^{n-1}s\cdot e_{2}e_{3}\ldots e_{n}e_{n}\ldots e_{2}e_{1}$ $B_{n}\Sigma^{1}(n>1)$

$t\cdot q^{\epsilon_{1}}f_{1}+(-1)^{n-}\underline’ s\cdot e_{2}e_{3}\ldots e_{n-1}e_{n}e_{n-2}\ldots e_{2}e_{1}$ $D_{n}2^{t}\rfloor(n>2)$

$t\cdot q^{\epsilon_{1}}fi+s\cdot e_{2}$ $(N=4)$

$(s, t\in Ks\neq 0, t\neq 0)$

ここで $<a_{1},$
$\ldots,$

$a,$ . $>(a_{j}\in U_{q})$ は $a_{1},$
$\ldots,$

$a_{7}$ . で生成される $U_{q}$ の左 ideal を表す。
命題 3.3. 上の $\text{」_{}q}$ 達は $U_{q}$ の余 ideal になる。
命題 3.4. $A\text{の」_{}q}$ -不変な部分空間は $Q$ と次の\mbox{\boldmath $\zeta$} で生成される可換環となる :

$(=\{$
$X_{n+1}$ $J_{q}$が Type $I$ の時

$s\cdot X_{1}+t\cdot X_{1’}$ $\text{」_{}q}$が Type $II$ の時

$SO(N-1)$ は $V$ 中のある vector の $SO(N)$ における stabilizer として実現され
るから、 この命題から $J_{q}$ が $U(so_{f\downarrow})$ の左 ideal $\text{」}=U(zoN)\cdot t$ に対応するものとみ

なしてよい。そこで $J_{q}$ -不変な $\tilde{H}_{k}$. の vector $\varphi_{k}$. を $A_{q}(S^{N-1})$ の既約成分 $\tilde{H}_{k}$. に付
随する帯球函数と呼ぶことにする。

定理 3.5. $\text{」_{}q}$ として Type $I$ のものをとる。 この時、 $H_{k}$. #こ付随する帯球函数\mbox{\boldmath $\varphi$}k $|$ よ

定数倍を除き big $q$-Jacobi 多項式で表される :
$\varphi_{k}=P_{k}^{(\frac{N-3}{2},\frac{N-3}{2})}.(z;1,1 : q)$

ただし

$z=L^{\frac{t}{12}}(^{k}=L^{\frac{1}{1^{2}}}X_{n+1}$
$L_{1}= \frac{1+(1^{N-2}}{(1+q)q^{N-2}}$ .
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定理 3.6. $J_{q}$ として Type $II$ のものをとる。 この時、 $H_{k}$ こ付随する帯球函数\mbox{\boldmath $\varphi$}k ま

定数倍を除き continuous $q$-ultraspheri$cal$ polynomial で表される :

$\varphi_{k}(Y)=C^{\frac{N-2}{k2}}(Y;q^{2})$

ただし $2L^{-1}Y=\zeta,$ $L=\sqrt{\frac{(1+q^{N-2})}{st}q^{-\frac{N-2}{2}}}$ .

Remark. $A_{q}(S^{N-1})$ には $U_{q}$ -不変な functional を用いて hermitien 内積を定義す
ることができ、 これらの帯球函数の直交関係式が記述される ([S] を参照 )。
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