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\S $0$ 序論

$X=G/K$ を非コンパクト型リーマン対称空間、 $G$ を中心有限な連結実半単純

リ $-$ 群とし、 $K$ を $G$ の極大コンパクト部分群とする。 $\pi$ : $Garrow X$ を射影とする\acute 。
$G$ 上の左不変微分作用素環を $D(G)_{\text{、}}$ その中で右側 $K$不変なもののつくる部分

環 $g\backslash D_{K}(G)_{\text{、}}$ 両側 $G$不変なもの全体を $Z(G)$ とおく。 また、 X 上の不変微分作
用素環を $D(X)$ とおき、 写像 $\mu$ : $D_{K}(G)arrow D(X)$ を

( $\mu(D)$ f) . $\pi=D(f. \pi)$ , $f\in C^{\infty}(X)$

により定め, $Z(G)$ の $\mu$ による像を $Z(X)$ とする. このとき $D(X)$ と $Z(X)$ との

関係について次の定理が成り立つことが知られている。

定理 $0.1([3])$ X: 既約とする。 このとき、 $D(X)=Z(X)$ が成り立つの
は X の対称対 ( $\mathfrak{g}$ , P) が次の $(*)$で示されるタイプではないことが必要十分で

ある ;
$Em$ : $(e6, \epsilon a(10)+R)$ ,

$(*)$ $E$ IV : $(e6. f4)$ ,

$EW$ : $(c7, e6+R)$ ,

$E$ DC : $(e8, e7+gu(2))$ .
ところが $-$般に、

定理 $0.2$ ([3 ]) $D\in D(X)$ に対して、

$(\phi)$ $DZ1=Z2$
を満たすような $Z1\neq 0$ . $Z2\in Z(X)$が存在する。

が成り立っている。 そこで素朴な考えとしても、 $(*)$で示される 4つのタイプの

対称空間において、 どのくらい $Z(X)$ と $D(X)$ との差があるのかについてもう少

し詳しい結果に関心が移る。 [3] では $(\#)$ の $Z1$の形を具体的に決定することに

ついて若干の記述がある。 これについては後に述べることにする。 また、 このよ

うな現象が起こる背景についても明らかにする必要性が生じるが、定理 $0.1$ を

証明する上で [3] では次の補題が使われている点に注意したい (記号について

は 51)
。

補題 $0.3$ ([3 ]) $Em$ . $EIV_{*}$ $E\mathfrak{M}$ , $E\propto$ のそれぞれに対して、 次の条件を

満たすような相異なる 2つの dominant integralである $\lambda$ . $\mu\in \mathfrak{h}_{R}$ が存在す

る。
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$\lambda\text{、}$
$\mu$ は $\mathfrak{h}$ 寡そ上では恒等的にゼロ ;

$\rho$
。

$+\lambda$ と $\rho$
。
$+\mu$ は $w^{\sim}$ に関して coniugate.

この補題の拡張についても後に述べる。

\S 1 記号と準備

以下に述べる記号は [3] に従う。

$G$ のリー環を $\mathfrak{g}$ とし、 $X=G/K$ に対応する 9のカルタン分解を $\mathfrak{g}=f+\mathfrak{p}\text{、}$

$6$ をカルタン・インボリュ. $-$ シヨン.とする。 $a$ を $\mathfrak{p}$ の極大可換部分空間、 $\Sigma=\Sigma$

(佳、 $a$ ) を $a$ に関する $\mathfrak{g}$ のルート系とする。 また、. $\mathfrak{h}$ を $\mathfrak{g}$ のカルタン部分環への

$a$ の拡張、 $\Delta=\Delta$ $(\mathfrak{g}c_{\text{、}} \mathfrak{h}^{c})$ をり
$c$に関する $\mathfrak{g}c$のルート系とし、

$\mathfrak{h}_{R}=fl(\mathfrak{h}\cap l)+a$

とおく。 $a$ とりべに両立する順序を入れておく。

$\Delta*$ を正ルート全体とするとき、

$P_{0}=$ { $\alpha\in\Delta^{*}$ : $\alpha|$ a $=0$ }, $\rho 0^{=}$ 1/2 $\Sigma$
$\alpha$

$\alpha\in P_{O}$

とおく。 $\mu\in(\mathfrak{h}^{c})$ “, $v\in(ac)^{*}$ に対して、

$B$ $(H\mu. H)=\mu(H)$ , $(H\in \mathfrak{h})$ , $B$ (A $v$ . $A$ ) $=v(A)$ , $(A\in a)$

により $H\mu\in \mathfrak{h}^{C}$ , A $v\in ac$を定める。 $W_{\text{、}}w^{\sim}$ をそれぞれ $\Sigma\text{、}$ $\Delta$ に対するノレ $-$

ト系のワイル群とし、 $ac_{\text{、}}$ h 。上の対称環 $S(ac)_{\text{、}}$ $S(\mathfrak{h}c)$のそれぞれのワイル

群不変な元全体を I $(ac)_{\text{、}}$ I $(\mathfrak{h}^{c})$ とおく. さらに、

$W^{-_{o}}=\{\mu\mapsto s(\mu+\rho_{0})-\rho 0 : s\in W^{-}\}$

とおき、 W\sim。に関する $S(\mathfrak{h}^{c})$の不変式全体のなす環を $I$

。
$(\mathfrak{h}^{c})$ とおく。

ここで $Z(X)$ と $D(X)$ との関係を明らかにする上で有用な命題を述べておく。

命題 1. 1([ 13]) 対称空間 X に関する次の 2つ (3つ) の性質は同値 :
(i) $Z(X)=D(X)$

GO $\mathfrak{h}R^{*}$から $a*$への制限– は $I$

。
$(\mathfrak{h}^{c})$から I $(ac)$への全射である。

さらに $G$ が単純という仮定の下では、

(iii) $\mathfrak{h}R^{*}$から $a$
‘への制限– は I $(\mathfrak{h}^{c})$ から I $(ac)$への全射である。

詳しい説明は省くが、大雑把にいえばこの命題により微分作用素に関する問題が

ワイル群の不変式に関する問題に変わるのである。

以上の準備の下で序論において述べた問題に移る。

\S 2 具体的な計算

� $(\#)$の $Z1$の形を具体的に決定することについて

[3] と同様、 [4] に従って不変式の生成元を書き表し、 $\mathfrak{h}_{R^{*}}$

’

から $a^{*}$への制

限–の計算をする。
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伊 j 1 $Em$ : $(e6, \epsilon 0(10)+R)$

$Hi=H\alpha i$ とお $\text{く}$ . $m=26$ ’ 5. 6. 68. 9. 1 2

$Jm$ $= \sum_{1\approx 1}$ a $im+$ $\sum_{a=1}bim+_{0<1}\Sigma<j<7c$ : $j^{m}$

但し、 $i$ , $j=1.$ $\cdot$ . . , 6
a $i=Y$ $:+Y$ , $bi=Yi^{-Y}$ . $cij=-Y$ $:-Y_{j}$

$Y1^{=}5H1+4H_{2}+3H_{3}+2H_{4}+H_{5}$

$Y_{2}=-H\iota+4H_{2}+3H_{3}+2H_{4}+H_{5}$

$Y_{3}=-H1^{-}2H_{2}+3H_{3}+2H_{4}+H_{5}$

$Y_{4}=-H1^{-}2H_{2}$ –3 $H_{3}+2H_{4}+H_{5}$

$Y_{5}=-H1^{-}2H_{2}-3H_{3}-4H_{4}+H_{5}$

$Y_{6}=-Y1^{-Y_{2}-Y_{3}-Y_{4}-}Y_{5}$

$Y$ $=-3(H1+2H_{2}+3H_{3}+2H_{4}+H_{5}+H_{6})$

である。

A $i=Hi|$ $a$ とおくとき、 A2 $=A_{\epsilon}=A_{\iota}=0$ . A $1=A_{\epsilon}$ となるから、

$x=2$ A $\iota+A_{6}$ , $y=A_{6}$ とおくと、

I $(ac)=C[i2, i4]$ (2変数多項式環と同型)

但し、 $ia^{=}4(x2+y2)$ , $i4^{=}16x2y2$

したがって、 I $(\mathfrak{h}c)-$の生成元は

$Jm-=$
これより、

I $(\mathfrak{h}^{C})^{-}=c<i2$ , $i2i4$ . $i42$ . $i43>$

がわかる。

例 2 $EN$ : $(c6, f4)(cf$ . .
[1] $)$

A $g^{=A_{s}=}A4=A_{6}=0$ となるから、

$x=2$ A $1+A_{5}$ , $y=-A+A_{5}$ , $z=-A$ –2A $s$ , とおくと、

I(a $C$ ) $=C[i2, i3]$ (2変数多項式環と同型)

但し $\text{、}$ $i2=-4(xy+yz+zx).\cdot i3=-8xyz$
したがって

$\text{、}$ I $(\mathfrak{h}^{c})-$の生成元は

$Jm-=\{8+(-2)m\}$ $(x.+y^{l*}+zn)$
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これより、

I $(\mathfrak{h}^{C})^{-}=C<i2$ , $i2i$ a, $i32$ , $i33>$

例 1 $\text{、}$ 例 2にみられるように $Em_{\text{、}}$ $EIV$ では $(\#)$ の $Z1$の形が簡単に決定される

ことがわかる。 ところが、 このように不変式の計算だけでは計算が複雑なだけに

$EW$ , $ER$ においてははっきりとしたことはわからない。

例えば、 次の命題が成り立っていることがわかっている。

命題 2. 1 $EVI$ において、 I(ac)の元を I $(\mathfrak{h}^{c})^{-}$の元の商の形で表すとき、

その分母として、斉次 2次の生成元の単項の寡を取ることはできない。

53 補題の拡張

そこで定理 $0.1([3])$の証明で用いられていた補題のところにまでもどる。 こ

の補題の証明方法は実に簡単なもので、笑際に 2つの条件を満たす元をもってく
るだけのものである。

$\textcircled{2}$ 補題 $0.3$ (cf. [3])の拡張について

この補題では $Em$ . $EIV$ , $EVI$ , $EK\text{し}$ か調べなかったが、対称空間のレベ

ルではなく、 もっと他にこのような条件を満足するルート系、 あるいは佐武図
式 (一般化された意味での) はないのか ?
この問いについては対称空間の分類についての知識があればよい。 このよう

に $-$般化する場合、上で述べた補題中の条件が意味あるものでなければならな

いことを考慮に入れる必要がある.
命題 3. 1 例外型ルート系 $\Delta$ に対する佐武図式 $S$ で、 白丸へ制限して既約なル
$-$ ト系ができるものとし、それを $\Sigma$ とする。 このようなことが起きるのは $E$ I

. . $EK$ , $FI$ , $F$ 皿と $G$ および、 佐武図式の白丸が 1 $\text{つ}$ ( kKノ
も含める) である自明な タイプ以外では次の 2つのタイプがあり、

このとき次の条件を満たす相異なる 2つの dominant integralである $\lambda$ . $\mu$

$\in\Delta$ が存在する :

$\{$

$\lambda\text{、}$ $\mu\in\Sigma$ :
$\rho$
。

$+\lambda$ と $\rho$
。
$+\mu$ は $W(\Phi)$に関して conjugate.

また、 この命題の中の 2つのタイプについて \S 2と同様の計算を行なうと次の
ようになる。
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$\triangle$

ノ
$\sum$

$\alpha^{+}arrow$

$x=2$ A 2+ A 6, $y=A_{6}$ , $m=2,6,8,1^{A}\cup,$ $1z$ . $14,18$

$Jm-_{/2m}*1=2\iota \mathfrak{n}$ $(x^{m}+y^{m})+4$ $\{ (x+y)m+(x-y)\iota n\}$

ここでそれぞれ $\Delta$ . $\Sigma$ に対応する不変式環を I1, I2とすれば、

I $1=C[i2, i4]$

I2 $=C<i2$ , $i2i4$ , $i42$ , $i43>$

但し、 $i2^{=}x2+y2$ , $i4^{=}xz_{y}2$

次に、

$\triangle$

2
$\sum$ $0*$.

$x=2$ A $1+4$ A7, $y=2$ A1, $m=2.8.12,14,18,20,$ $z4,30$

$Jm$ $=12$ .2 $m$ $(xm+y^{m})+$

$(32 +2m)$ $\{ (x+y)m+(x-y)m\}$
したがって、

I $1=C[i2, i4]$

I2 $=C<i2$ . $iz^{2i}4+10i42$

39 $i22i42+40i43$ , $i2i\alpha^{3}>$

但し、 $i2^{=}x2+y2$ , $i4^{=}xz_{y}2$
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