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量子群は、 $Y$ a $ng-B$ a $xter$ 方程式の解の対称性を記述するものとして

現れた新しい代数系である。 すなわち、 神保道夫氏は、 $K$ a $c-Moody$ リー

環の $q-$ アナログ $U_{Q}g$ を定義すると共に、 古典型のそれのベク トル表現 V に対

し, $Y$ a $ng-B$ a $xter$ 方程式の解 $R(x)$ を End $\bigcup_{\triangleleft 8}(V\otimes V)$ の元として構成

した。 さらに氏は、 A型の場合に、 $R(x)$ から岩堀ヘッケ環の $V\otimes\ldots\otimes V$ への作

用を構成し、 それが $\bigcup_{T}g$ の作用の $commut$ a $nt$ として捉えられることを発

見した ( $Wey1$ 相互律の $q-$ アナログ) 。 ー方、 その後の伊達、 神保、 国場、

三輪、 尾角氏による $F$ a $ce$ 型格子模型の研究、 土屋、 蟹江氏による共形場理論

の研究には、 再びヘッケ環の表現が現れ、 また量子群の表現論との「数値的な」

関係が多く指摘されているが、 その理論的究明は、 未だなされていない。 我々

はこの問題を踏まえ、 最初の神保氏の視点とは逆に、 $Y$ a $ng-B$ a $xter$ 方

程式の解から出発して量子群とその表現論を構成できるのではないかと考え、 最

も基本的と思われる A型の場合を主にして試みてみた。 我々の基本的なアイデア

は、 GL(N) を構成するには、 行列と行列式があれば十分であり、 またその表現を

得るには対称テンソルと交代テンソルがあれば十分であるということである。 そ

のためこれら線型代数的概念の $\Gamma$量子的」対応物の探求が実質的な主題になる。

但し、 上述の物理的モデルとの関係上、 パラメータ $q$ が 1のべ $*$根で表現の完全

可約性の成り立たない場合を込めて考えていく必要があり、 いきおい慎重な取扱

いが必要となる。
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$R$ を単位元を持つ可換環、 V を有隈階数自由 R-加群とするとき、 次の条件を

満たす $\beta\cup\in GL(V\otimes V)$ を V 上の $Y$ a $nz-B$ a $xter$ $(YB)$ 作用素と呼ぶ。

$\beta 1\beta\in\beta 1^{=\beta}2\beta 1\beta 2$ , $\beta 1^{=\beta_{\cup}}\otimes id_{\cup},$ $\beta a^{=}\dot{\mathfrak{l}}d_{\cup}\otimes\beta\cup\in End\langle V\otimes V\otimes V)$

ま彪組 $V=(V, \beta\cup)$ のことを $Y$ a $ng-B$ a $xter$ 対と呼ぶ。

g–l ー般に自由加群 $V,$ $W$ に対し、 $\tau\cup w:V\otimes Warrow W\otimes V$ を $\tau\cup w(v\otimes w)=w\otimes v$ で定

める o $(V, \tau\cup\cup)$ は $YB$ 対である。

量 2 (神保の $A_{N-1}t1$ ) 解) V を $\{ui | 1 SiSN\}$ を墓底とする自由 R-加群、

$q$ を $R$ の $0$ でない元とする。 V 上の $YB$ 作用素 $\beta$ を $\beta(ui\otimes ui)=u|\otimes ui$ ,

$\beta(u_{\dot{t}}\otimes uj)=quj\otimes ui$ , $\beta(u_{j}\otimes u1)=q_{Ui}\otimes u_{j}+\langle 1- q^{2}$ ) $u_{J}\otimes u$ } $(1 Si<jSN)$ で定め

ることができる O

例 1は例 2で $q=1$ とおくと得られることに注意する. $YB$ 対 V は鳳瑳

$b_{k}=<\iota_{i}$ (1 $S\dot{I}S$ k-l) ; $b_{i}b\mathfrak{l}*\iota b_{\dot{t}}=b_{i*1}b_{\dot{t}}b_{i*\downarrow}$ , $b_{1}b_{\dot{J}}=b_{j}b_{i}$ $|$ i-j $|\geq 2>$

と密接な関係を持っている。 実際,

$b_{i}arrow\beta i$
$:=id_{\cup}\otimes\cdots\dot{\mathfrak{G}}\dot{\beta}_{\cup}^{*1}\otimes\cdots\otimes id_{\cup}$

は明らかに $\delta_{k}$ の $V\otimes\ldots\otimes V$ (k個のテンソル積) 上の表現を与える.

次に、 $YB$ 対 $V$ , $W$ に対しその撞 VX $W$ 及び U $V^{v}$ をそれぞれ

VX $W$ $=$ $(V\otimes W, id_{\cup}\otimes\tau\cup W\otimes id_{W}\text{。}\rho_{v}\otimes\rho_{u}\text{。}id_{\cup}\otimes\tau w\cup\otimes id_{W})$ ,
$V^{v}$ $=$ $(V^{\cdot}, (\beta.)^{-1})$

で定める。 また次数付き環 $SV$ , $\Lambda V$ をそれぞれ

$SV=TV/$ ( $lr(i$ d- $\beta_{\cup})$ ), A $V=TV/\langle Ker$ ( $i$ d- $\beta_{\cup}$ ) $)$
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で定め、 それぞれ 例 1の $YB$ 対

$\langle$ $V,$ $\tau\cup\cup)$ に対しては、 これらは通常のそれとー致する。

V を $YB$ 対とし、 $E=V\cross V^{v}$ とおく。 また $ui$ を V の基底 $V_{\dot{1}}$ をその双対基底と

し $x_{ij}=u_{i}\otimesj$ とおく。 このとき次が成り立つ。

會題 (1) 対称代数 SE は余積 $S(X_{1}j)=\Sigma_{kx_{1}k}\otimes xkj$ と余単位元 $e(X_{\dot{t}}j)=Sij$ に

より双代数になる。 また V は $\omega(u_{i})=\Sigma_{jXi}j\otimes uj$ により左 SE-余加群になる。

(2) SE の $V\otimes V$ への余作用は、 $\beta\cup$ と可換。

例 1の $YB$ 対に対しては、 SE は Mat(V) 上の多項式関数環に他ならない o そこ

で我々は、 双代数 SE を $YB$ 対

.
例 $(V, \beta\cup)$ を $N=2$ のときの例 2の $YB$ 対とする。 すると $Rrightarrow$代数として、

SV $=<u_{1}$ , u2 ; $u_{1}u_{2}=qu_{2}u_{1}>$ , AV $=<u_{1}$ , u2 ; $qu_{1u}_{2}+u_{2}u_{1}=0>$

SE $=<a,$ $b,$ $c,$ $d,:t$ ab-qba$=ac- qca=cd- qdc=bd- qdb=0$ ,

$bc=cb,$’ ad-da$=(q- q^{-1})bc>$

A $E=<a,$ $b,$ $c,$ $d$ ; $aa=bb=cc=dd=0,$ $qab+ba=qac+ca=qcd+dc=qbd+db=0$ ,

$ad+da=0,$ $bc+cb+(q- q^{-1})ad=0>$

である。 商代数 $SE/(det_{Q}- 1)$ , $det_{q}=ad- qbc$ は $HoPf$ 代数の構造をもち通常量

子群 $SL_{q}(2)$ と呼ばれているものにー致する $\langle$ $N$ が $-$般でも同様). 但し、 $x_{11}$ ,

$Xt2,$ $x_{21}$ , Xe 2 をそれぞれ $a$ , $b,$ $c$ , $d$ とおいた。

定鳳 $\langle$ $S_{k}E)$ は $End_{8k}(\otimes^{k}V)$ と R-代数として同型。

\S 2 シュア加群

以下 V は、 \S 1例 2の $YB$ 対を表すものとする。 A を SV または AV とする

と A 上の $YB$ 作用素 $\phi_{A}$ であって次の条件を満足するものがちょうどひとつ存

在する。
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$\phi_{Q}$ (A $i\otimes A_{j}$ ) $=A_{j}\otimes A_{\mathfrak{l}},$ , $\emptyset SV|S_{1}V\otimes S_{1}V=$
$q^{-2}\beta_{\cup}$ , $\phi_{\Lambda V}|\Lambda_{1}V\otimes\Lambda_{1}V=$

$-\beta Ij$

$\emptyset Q\circ \mathfrak{m}$ 寡
$\otimes\dot{|}$ d果 $=$ I $d_{0}\otimes$ 揃 $Q$

$\text{。}\langle\phi Q^{\cdot})_{1}\text{。}(\phi_{Q})_{2}$

$\emptyset Q\text{。}id_{A}\otimes$ 朧自 $=$ $M$ 寡
$\otimes id_{Q}\text{。}(\phi Q\rangle_{2}\text{。}(\phi‘))_{1}$

但し、 勧: $A\otimes Aarrow A$ は積を表すものとする。 次に $\phi_{Q}$ を用いて $A\otimes A$ 上の (結合

的な) 積構造を $h\mathfrak{g}\otimes rQ\text{。}id_{0}\otimes\phi_{A}\otimes id_{A}$ : $(A\otimes A)\otimes(A\otimes A)arrow A\otimes A$ で定める。

すると R-代数の射 $\Delta_{A}$ : $Aarrow A\otimes A$ であって $\Delta_{A}(u)=u\otimes 1\star 1\otimes u(u\in A_{1})$ を満た

すものがちょうどひとつ定まる。 さらに $\Delta 0$ は余結合律 $\Delta Q\otimes i$ do $\text{。}\Delta_{0}=$ $id_{A}\otimes$

$\triangle 0\text{。}\Delta_{Q}$ を満足し、 A は双代数に近い構造を持っているということができる。 $-$

方、 \S 1の命題から A は SE-余加群であり、 また $\phi_{A}$ , 動, $\Delta\circ$ は SE-余加群の

射であることがわかるのでこれらを表現論に応用することができる。

ヤング図形、 すなわち自然数の広義滅少列 $Y=(y_{1},$ $\cdots,$
$y_{k}\rangle$ に対し $A_{Y}=A_{y1}\otimes\cdots$

$\otimes A_{yk}$ ( $A=SV$ , AV or $TV$ ) とおき、 SE-余加群 $L_{Y}V$ を次の合成写像の像として定

義する。

$d_{Y}$ : $\Lambda_{Y}V\underline{\Delta}\underline{\otimes}\underline{\Delta}\underline{\otimes}\Delta\underline{\beta}_{\cup}\underline{(}\underline{\chi}_{Y}$
)

$\underline{m}\underline{\otimes}\cdots\underline{\otimes}marrow T_{Y}Varrow T_{Y}\cdot V-arrow S_{Y}\cdot V$

但し、 $\Delta$ : $\Lambda_{\nu}Varrow T_{W}V$ , $m:T_{\nu}Varrow S_{I},$ $V$ は、 おのおの AV の余積、 SV の積を繰り

返したものとする。 また $v$
’ はヤング図形 $Y$ の転置とする。 さらに $\chi v$ は、 対

称群の元で、 例えば $Y=(4,3,1)$ なら

1234
$arrow\chi_{Y}$

1 46 8
5 6 7 2 5 7
8 3

により決まるものとし、 $\beta\cup(\chi_{Y})$ は、 $\chi_{Y}=\sigma\dot{|}l\ldots\sigma i|$ , $\sigma_{k}=(k, k+1)$ を最短表示

とするとき、 $\beta\cup(\chi v)=(\beta\cup)_{i1}\cdots(\beta\cup)_{i1}$ によりー意に決まる写像を表すものと

する。 我々は、 $L_{Y}V$

ヤング図形 $Y$ の各箱に 1から rankV までの数を書き込んだもので、 中の数が

横方向に狭義増大、 縦方向に狭義増大であるようなものを型 $Y$ のスタンダードタ

ブローと呼ぶ。 例えば、
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1 245
126
3

は、 型 (4, 3, 1) のスタンダードタブローである。 次にスタンダードタブロー $T$

にたいし $L_{Y}V$ の元 $d_{Y}$ (AT) を対応させる。 ここで A $T$ は $T$ により定まる

A $vV$ の元で、 例えば、 上の例では、 A $T^{=}ulU2u4u5\otimes u_{1}u_{2}uo\otimes u_{3}$ となるようなも

のとする。 次の定理は、 シュア加群が、 ” $defi$ ned $over$ $Z[q, q^{-1}]$ ” であること

を意味している。

定鳳 (1)シュア加納 $L_{Y}V$ は $\langle$ $d_{Y}$ (AT) 1 $T$ は型 $Y$ のスタンダードタブロー} を

基底とする自由 R-盛群。

(2) $f:Rarrow R$ ’ を可換環の準同型で $f(q)=q$ ’ なるものとすると、 $S(E\otimes_{R}R’)-$余加群

として、 $L_{Y}(V\otimes_{R}R’\rangle$ と $(L_{Y}V)\otimes_{R}R$
’ とは同型。

ところで、 我々は、 勝手な可換環 $R$ と $q\in R^{x}$ を相手にしているので、 シュア加

群は、 一般には既約ではなくまた $S_{k}\langle E)^{*}$ も半単純環とは限らない。 しかしなが

ら \S 1の定理、 及び岩堀ヘッケ環についての結果から次を得ることができる。

定鳳 $R$ は体とする。

(1)勝手な自然数 $n$ に対して $[n]:=1+q^{2}+q^{4}+\cdots+q^{2tn-1})$ が $0$ でなければ、

$\langle$ $S_{k}E)$ は半単純でその既約表現の全体は、 { $L_{Y}V|Y=(y_{1}, \cdots, y_{k})$ は $y_{1}\leqq dirV$ な

るヤング図形} で与えられる。

(2)フックレングスの積の q-アナログ $\Pi i$ . $j[y_{i}+y’ j^{-i- i+1]}$ が $0$ でないなら、

$L_{Y}V$ は既約。

ta $\Phi$ : A $V\otimes\Lambda Varrow SE$ を $\Phi=id\otimes ev^{\text{。}}\omega\otimes id$ で定める。 但し、

$\omega$ は SE の AV への余作用、 ev は AV と A $V$ との間の標準的なベアリング

を表すものとする。 さらに、 $a_{1},$ $\cdots,$ $ak\in\Lambda V$ , $b_{1}\cdots,$ $b_{k}$ (AV’ に対し、

$\Phi(a_{1}\otimes\cdots\otimes a\ltimes\otimes b_{1}\otimes\cdots\otimes b_{k})=\Phi(a_{1}\otimes b_{1})\cdots\Phi(a_{k}\otimes b_{k})$ とおく。
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写像 $\Phi$ を AV の自由 R-基底 $\{u_{\dot{\mathfrak{l}}1}\cdots u_{ik}|i_{1}<\cdots<i_{k}\}$ 及びその双対基底

$\{V_{1}1\ldots Vik|i_{1}<\cdots<i_{k}\}$ で具体的に表すと次のようになる.

$\Phi$

$(u\cdots u\otimes v\cdots v\rangle i_{1}i_{k}j_{1}j.= \delta_{k}. \Sigma(- q)^{1}sts)x_{\dot{1}1}j_{st1)}\ldots$ $x_{i_{k}jstk)}$

但し、 右辺の和は、 $k$ 次対称群の元 $s$ 全体をわ彪るものとし、 また 1 $(s)$ は元

$s$ の長さを表すものとする。

會鳳 次の図式距ちは、 可換。

$\bullet\otimes 1$ $1\otimes\bullet$

$\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda V$ $arrow$ $\Lambda V\otimes\Lambda V$ $-$ $\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda V$

$\iota 1\otimes 1\otimes\Delta$ $\iota\Phi$ $\iota\Delta\otimes 1\otimes 1$

$\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda V$ $arrow$ SE $-$ $AV\otimes\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda V$

$\Phi$ $\Phi$

$\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda$ V $\otimes\Lambda$ V
$\Phi\otimes\Phi\text{。}arrow 1\otimes\tau\otimes 1SE\otimes SE$

$\Lambda V\otimes\Lambda$ V
$arrow\Phi$

SE

$\downarrow\phi\otimes(\phi$
.

$)^{-1}$ $\downarrow\phi$ I $\Delta\otimes\Delta$ $\downarrow\Delta$

$\Lambda V\otimes\Lambda V\otimes\Lambda$ V $\otimes\Lambda$ V
$\Phi\otimes\Phi\text{。}arrow 1\otimes\tau\otimes 1^{SE\otimes SE}$

$\Lambda V\otimes\Lambda$ V
$arrow\Phi$

SE

但し、 $\phi$ は SE 上の $YB$ 作用素であって、 $S_{1}E\otimes S_{1}E$ への制隈が $\beta\cup x\beta\cup^{v}$ にー

致し、 $\phi_{S}\cup$ と同様の条件を満彪すようなものとする o

前命題の最初の図式は、$-q=1$ のときはラプラス展開に他ならない $\text{。}$ また二つ目

の図式は量子小行列式たちの交換関係を表す式と見ることができる。 と言うのは、

$YB$ 作用素 $\phi$ は、 $rs\epsilon\text{。}\phi=\bullet s\epsilon$ と言う著しい性質を持っているからである.

なお、 これら二つの図式はかなりー般化できることがわかっている。

次に箱の数 $|Y|$ が $k$ 個であるようなヤング図形 $Y$ に対し

$M_{Y}=\Sigma|W|=K$ , $v\geq v^{\Phi}(\Lambda_{\cup}V\rangle MY’ =\Sigma|W|=K, W>YW\Phi\langle\Lambda V)$
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とおく。 但し、 ヤング図形 $Y=\langle$ $y_{1},$ $\cdots,$ $y_{1}),$ $W=(_{1},$ $\cdots$ , Wn $\rangle$ に対し $W\geq Y$ は、 ある

$j$ に対して $w_{j}\geqq yj$ かつ $w_{i}=y_{i}$ ( $i<j\rangle$ であることを意味するものとする。

$\Phi$ は、 SE $-$両側余加群の射であるから、

$0$ $\subset$ $M_{tk)}$ $\subset$ 本 k-l. 1) $\subset$ $\subset$ $M_{11}\ldots..1$ ) $=$ SE

は、 SE の部分 SE-両側余平群の減少列である。

定鳳 次の図式を可換にするような同型射 $L_{Y}V\otimes L_{Y}Varrow M_{Y}/M’ v$ がちょうど一つ

存在する

A $vV\otimes\bigwedge_{Y}$ V

$kd_{Y}\otimes d_{Y}$

$L_{Y}V\otimes L_{Y}$ V

$arrow\Phi$

$M_{Y}$

$\downarrow$ proj

$arrow$ $M_{Y}/M’ Y$

特に $R$ が体で各自然数 $n$ に対し $[n]$ が $0$ でなければ、 $SE=\oplus_{Y}L_{Y}V\otimes L_{Y}V$ である。

この定理の証明には、 前命題の他、 ブリュッカー関係式、 すなわち、 次の形の完

全列が重要な役割を果たす。

$\square _{\forall}$ $d_{Y}$

$\oplus_{W}\Lambda_{W}V$ $arrow$ $\Lambda_{Y}V$ $arrow$ $L_{Y}V$ $arrow$ $0$

ここで、 口 $Y$ は AV の積 $n$ と幽幽 $\Delta$ を用いて表されるある写像である。

またこの定理と同様にして次が証明される。

$K\text{理_{}-}$ SE $-$両側余加群として A $E$ は、 $\oplus_{Y}L_{Y}V\otimes(L_{Y}V)$ と up to $f\dot{1}$ [trat $i$ on で同

型。

$A\in$ の部分加群の構成には、 行列式写像 $\Phi$ の代わりに A $V\otimes(SV)$ から A $E$

へのある写像で前命題と類似の性質を満たすものが用いられるを
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