
$GL_{n},$ $SL_{n},$ $Sp_{2n}$ の極大輪環部分群の共役類の分類

尾道短大 刈山和俊

\S 1. 紹介

初めに記号を準備しよう。 $K$をある無限体とする。 $K_{s}$ で $K$のある分離閉包を表し

$\Gamma$で $K_{S}/K$のガロア群を表わす。 $G$を $K$上定義された $GL_{n}$ , $SL_{n}$ または

$Sp_{2n}$ とする. Aを $G$の $K$上分裂するある極大輪環部分群とし、 $N$を Aの正規平群

そしてW$=N/A$をそのワイル群とする O

$G$のある極大 $K-$輪環部分群 $T$に対し、 $T=g$A $g$ , $g\epsilon G(K_{s})$ となる、
$- 1$

そこで $\Gamma$から $N(K_{s})$ への 1-コサイクル $\sigmaarrow g\sigmarightarrow 1(g)$ が対応する. これが

$G$の極大 Kー輪環部分群の共役類の集合から $H^{1}\langle\Gamma, N(K_{S})\rangle$ への単射を引き起こ

す。我々の場合は、J.-P.Serre [2] により、 $H^{1}(\Gamma, G\langle K_{s})\rangle=0$であるから

次の補題が得られる。

補題 $G$の極大 K –輪環 B分群の共$\#,\backslash /./ti_{\dot{X}}ar:\text{の}\leqq_{\mathfrak{Q}}A$から $H^{1}\langle\Gamma, N(K_{s}\rangle\rangle$ への全単

射が存在する。

そこで $H^{1}(\Gamma, N(K_{s}\rangle)$ の構\tau $\text{を}\ovalbox{\ttREJECT} \text{へ^{-}$よう.

$p_{*}$ . $H^{1}(\Gamma, N\langle K_{s})\rangle$ $arrow$
$H^{1}\langle\Gamma,$ $W)$

で $N(K_{S})\text{から}W\text{への}\Leftrightarrow$ 準同型よ $\text{り}$与えら*t6写像とする. すると次 g-N–明するこ

とができる.

$G=GL_{\mathbb{R}}$ のとき、 p零は全単射であり、 $G=SL_{n}$ ’ $Sp_{2n}\text{の}$
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とき、 $P_{*}Fh\text{全射である}$ 。

そこでいずれにしても $p_{*}$ は全射であるから、次が得られる。

$H^{1}(\Gamma, N\langle K_{s}))=$ $\bigcup_{\alpha}p_{*}^{-1_{\langle}}\alpha)$

ここで右辺は $\alpha$ を $H^{1}(\Gamma, W)$ のすべてをわたらせたときの集合の直和である。 した

がって、
$H^{1}\langle$

$\Gamma,$ $W)$ と $p_{*}^{-1}($ $\alpha)$ の構造を調べればよい。まず $p_{*}^{-1}(\alpha\rangle$ につ

いて、 J. $-$ P.Serre [1] より次が得られる。

$\langle_{\triangleright}^{\sim}.) p_{*}^{-1}(\sim\alpha)= H^{1}(\Gamma, \alpha^{A\langle}K_{s}\rangle)/H^{0}(\Gamma,$
$\alpha^{W\rangle}$

ここで $\alpha^{A\langle}K_{s}\rangle_{\text{、}}\alpha$ Wは各々 $A\langle K_{s}\rangle_{\text{、}}$ Wの 1 $-$コサイクル $\alpha$ によるねじれ $\Gamma-$

群を表す. また右辺の商は、再ひ J.-P.Serre [1] により、各W $\epsilon H^{0}\langle\Gamma,$

$\alpha W)$

に対して、 $H^{1}$ ( $\Gamma,$

$a$
A $(K_{s})$ ) 上 ( a

$\sigma$

)$)$ $arrow$ ( $n_{W}- 1$ a $\sigma\nu\sigma n_{W}\nu_{\sigma}$
)

$- 1$

で与

えられる作用による商である。ここで $\sqrt[\backslash ]{}$ は $r$’から $N(K_{s})\text{への}1-$コサイクルであり

$P$

中
( $\nu\rangle=\alpha$ となるものとし $\text{、}$ $n_{W}\epsilon N$

$( I_{x}^{f}\backslash )$ はWのある代*–$\Rightarrow\chi$ .-j$\iota_{4}$とする。そこで

各
$\wedge$.について $\langle$

$;/\text{に}\backslash \text{おける}H^{i}(_{\wedge}$

「, $\alpha A\langle’K_{s}\rangle\rangle$ の構造を調べ、次に上の作用を具体

的に計算\tau , $a$ ことにより $p_{*}^{-1}\sim\langle\alpha\rangle$ の構造を知るであろう。

さてこれらの方針に従い次の結果が得られた。

\S 2. 分類

2. 1. $GL_{n}$
$(n\geqq 2)$

次の結果は土方教授に教示されたものである。
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定理\sim . $GL_{n}$ の極大 $K-$輪環部分群の $K$ー共役類は $K$上階数 $n$の可換、半単

純多元環の $K-$同型類と–対ー対応である。

Rを K-上階数 nの可換、半単純多元環とする。 \rho を Rの K上のある正則表現とす

すると、 $p$ (R) $\cap GL_{n}-$ ( $K\rangle$ が $GL_{n}$ のある極大K-輪環部分群を定義する。こ

れが、定理の=対ー対応を与える。

\S 1で述べたように $P_{*}$ . $H^{1}(\Gamma, N(K_{s}))\simarrow$ $H^{1}(\Gamma, W)$ であるから、

補題とこの定理 1とにより次の結果が得られる。

$GL_{n}$ の極大 $K$ー輪環部分群の $K-$共役類は $H^{1}\langle\Gamma,$
$W$ ’)の元とー対

ー対応である.

2. 2. $SL_{n}$
$(n\geqq 2)$

Aを $GL_{n}$ の対角行列からなる極大 $K$ –輪環部分群とし $\text{、}$

$N$ を $GL_{n}$ における Aの

正規化群、$W=N/A$をそのワイル群とする。 $\text{また}A_{1}=A\cap SL_{n}$ とし $N_{1}$ を $SL$

$\text{における}A_{1}$ の正規化祥、 $W=N/A=N_{1}/A_{1}\simarrow$ $S_{n}$ $\langle n\text{次対}\dot{\hslash}ae\rangle$ とする.

$GL_{n}$ のある極大K-輪環部分詳 $T$に対し、 $T_{1}=T\cap SL_{n}$ は $SL_{n}$ の極大 K -

輪環部分群となる. これが $GL_{n}$ と $SL_{n}$ の極大 K-輪環部分群の集合間の全単射と

なる. これより $P_{*}$ が全射となり、また \S 1と定理 1により次の結果がえられる。

$SLn$
に対し、 $H^{1}(\Gamma, W)$ の元は $K$上階数 $n$の可換、半単純多元環

の $K-$同型類とー対ー対応である。
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そして次を証明することができる。

$T_{1}=T\cap SL_{n}$ で $T$は定理 1において $K-$多元環
$r\Sigma$

$L_{i}$ (直
$i=1$

和) の正則表現より構成される $GL_{n}$ のある極大 $K-$輪環部分群とせよ。 $\Gamma$ からWへ

の 1-コサイクル $\alpha$を補題におけるような $T_{1}$ に対応するものとせよ。すると

$H^{1}(\Gamma, \alpha^{A}1(K_{s}))$
$arrow\sim$

$H^{1}(\Gamma, T_{1}(K_{s}))$

$arrow\sim$

$K^{*}/\Pi i=lrN_{L_{i}/K}(L^{*}\rangle i$

$L_{\dot{|}}/K$

となる。ここで N $\text{は}LI$ から Kのノルム写像。

そこで \S 1の方針に従って次の結果が得られる。

定理 2. 記号と仮定は命題 4に従う。すると、

$- 1$ ,
$--\backslash$

$\simeq$
$v’$ : , $,-$

「
$.v$

$/r*\backslash 1\cdot\sim-r$

$p_{*}^{-1}\langle\alpha) \simarrow K^{:}/(\prod_{i=1}^{\cdot}N_{L_{i}/K}(L^{*}\rangle i\cup S\dot{\Pi}i=1N_{L_{i}/K}(L^{*}\rangle)i$

ここで、
$\text{もし}H^{O}\langle\Gamma$ , $\alpha W)$ の元でその符号が一 1となるものが存在すれば、 $S$ は

$-1$ , さもなくばそれ譲 1となる。 (Wは
$S_{\zeta \mathfrak{j}}$ に同型であるから、符号とは置換のそ

れのことである。 )

2. 3. $Sp_{2n}$
$(n\geqq 2\rangle$

この節では $K$の標数は 2でないとする。 $e_{n}\text{、}0$ を各々 $n$次単位行列、 $n$次零行

列とする.
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5

$J=$ $\epsilon$

とする. そこで、 $Sp_{2n}$ を

$Sp_{2n}$ $=$ { $x\epsilon SL_{n}$ :

$GL_{n}$

$t_{xj}x=J$
$\rangle$

により\not\in$\text{義}$する。ここで $tx$ は $x$の転鄙 T-列である。 $GL_{n}$ から $Sp_{2n}\text{へのある埋}$

め込み $\iota$ を

$\iota(x)=$

により定義する。さらに、今後、 $D_{n}$ で $GL_{\mathfrak{n}}$ の対角行列からなる極大K-輪環部分

辞とし、 $A=\iota$ ( $D_{n}\rangle,$
$N$を Aの $Sp_{2n}\text{における正規化群_{、}}$ そしてW$=N/A$をその

ワイル詳とする.

$Sp_{2n}\text{において次の}2$種類の典型的な極大 $K$ー輪環部分群が構成される.

(A) $L$ を K上の次数 $n$のある分離拡大とし、 $P$ を $L$の $K$上のある正則表現とせ

よ。すると、定理 1により $P(L^{*})$ が $GL_{n}$ のある極大K-輪環部分群を $\Leftrightarrow\simeq Jt\Leftrightarrow$す

る. そこで、 $\iota$

$(\rho\langle L^{*}))$が $Sp" \text{のある}\mapsto K4n$ ー輪環部分群を定義する。この様

に構成される $Sp_{2n}\text{の極大}K$ー輪環部分群を $A_{n}$ 型と呼ぼう.

(C) 次の構成は $H.Yos\dot{n}|da$ [3] に従う。 $F\supset E$を各々次数 2 $n_{\text{、}}n$の $K$

上の分離拡大とする. $\{v_{1}$ . . . . , $v_{n}\}$ を $E$の $K$上のある基底とし、 1
$0$
をこ

の基底により定義される $E$から $K^{n}$ 上へのK上ベクトル空間としての同型とする。

$s_{0}$ を
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6

$Tr_{E/K}(xy)=ti_{0}(x)S_{0}i_{0}(y)$

により定義される $n$次対称行列とする。 ここで、 $Tr_{E/K}$ は $E$から $K$へのトレース写

像である。 $F/E$は二次拡大であるから、 $\zeta^{2}\epsilon E$そして $F=E(\zeta)$ となる $F$の元

$\zeta$ が存在する。 $\phi$を $F$の $E$上の基底 $\{1_{\text{、}}\zeta\}$ に関する正則表現とし、 $\emptyset$ を上の基底

に関する $E$の $K$上の正則表現とする。さらに、 $a,$ $b,$ $c,$ $d\epsilon E$ に対して、

$\Phi$ $=$ $(_{\phi}^{\phi}(a)\langle c) \emptyset\emptyset(b\rangle\langle d\rangle)$

とせよ。すると、 $\Phi$ 。 $\emptyset$ は $F$の $K$上の正則表現である。

$s_{i}$ $=$
とすると、H.Yoshida [3] により

$- 1$

$s_{1}\Phi\langle\phi\langle F\rangle$ 寡 $SL_{2}\langle E\rangle)s_{1}$ $C$ $Sp_{2n^{\langle}}K)$

となり、そしてこれが $Sp_{2n}\text{の極大}K$ー輪環部分群を定義する。 この様に構成される

$Sp_{2n}\text{の極大}$ K-輪環部分群を $C_{n}$ 型と呼ぼう。

さて、 $Sp_{2n}\text{の}-\text{般の極大}K-$輪環部分群に\Phiして c 次が証明される。

$T$ を $Sp_{2n}\text{のある極大}K$ー輪環部分群とせよ。すると $n$のある分割

$n=\sum_{i=1}\lambda_{i}r+\sum_{i=1}u_{\mathfrak{i}}s\text{、}\lambda_{1}\geqq$ . . . $\geqq$

$\lambda_{r}$ . $\mu_{1}\geqq$ . . . $\geqq$

$u_{s}$ に対して

$T$ は A
$\lambda_{i}$

型 ( $1\leqq i\leqq r\rangle$ と
$C_{\mu_{i}}$

型 ( $1\leqq i\leqq s\rangle$ \emptyset の $K$ -輪環 $ae0_{\overline{\llcorner B}}ffi$に $GL_{n}$

において $K-$共役である。

実際、 Tが $[L_{i} : K]=\lambda_{i}$ ( $1\leqq i\leqq r\rangle\text{、}[E_{i}$ : $K$ $1$

$=u_{i}$ ( $1\leqq i\leqq s\rangle$ と

なる $K$上の分離拡大 L $\dot{|}\text{、}F_{\dot{|}}\supset E_{i}$ を与え、そしてこれらが (A)
$\text{、}$

( $C\rangle$ により
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この命題の K-輪環群を与える。これらの直積が Tに K-共役であることが示される。

ここで、可換、半単純K-多元環の組 $R_{1}$
, $R_{2}$ で、それらが各々直和

$r\Sigma$

L. $+$
$s\Sigma$

$F_{i}\text{、}$

$s\Sigma$

$E_{i}$

$\dot{1}^{=1}$ $\dot{|}=1$ $i=1$

に $K-$同型となるものを考えよう。ここで、 $L_{\dot{|}}\text{、}F$ . $\supset$ $E$ . は上の様な拡大体。

定蓋. $(R_{1}, R_{2}\rangle, \langle R_{1}’, R_{2}’)$ を上の様な可換、半単純 K-多–/-\llcorner --.Rの

組とせよ. もし $f(R_{2})=R_{2}$
’ となる $R_{1}$ から $R_{1}$’の上への $K-$同型 $f$ が存在

するならば、それらの組を “K-同型” と呼ぼう O

すると、命題 1で見たように $P_{*}$ . $H^{1}\langle\Gamma,$
$N$ $(K_{s}))$

$arrow$
$H^{1}(\Gamma, W)$ が

全射であることから、次を得る.

$H^{1}\langle\Gamma, W\rangle$ の元は上の様な K-多元環の組の K-同型類と–対–

対応である.

今しばらく各々次数 2 $n_{\text{、}}n$の K上の分離拡大 F $\supset E$から構成される $Sp_{7}.\text{の}\mathfrak{n}$

$C_{n}$ 型の極大 $K-$輪環部分春 $T$について考察しよう.

記号と仮定を上の通りとする. $\alpha$ を $T$に対応する $\Gamma$からWへの 1-

コサイクルとせよ (補題を見よ). すると、

$H^{1}(\Gamma,$

a $A(K_{S})\rangle$
$\simarrow$ $E^{*}/N_{F/E}(p^{*})$

1-コサイクル $\alpha$を命題 6の通りとせよ. ( $A,$ $Sp_{2n}\rangle$ のワイル群Wは $\langle D_{n}$ ,
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$GL_{n}$
$)$ のワイル群$W_{n}(= S_{n})$ と $(Z/2Z)n$ との半直積であることはよく

知られている。そこで、Wの元Wに対して、 $w_{1}$
でWから $W_{n}$ への射影によるWの像

を表そう。このとき、 $H^{0}(\Gamma,$
$W\rangle$ の各元Wに対し、 1, . . . , $n$の置換 $\omega$を次

で定義する。

$(**)$
$w_{1}$ diag ( a

$\omega(1)$
, . . . , a

$\omega\langle n\rangle$

) $=diag$ $($

$a_{1}$ ’. $\cdot$ . . , $a_{n})$

$D_{2n}\text{で}GL_{2n}$ の対角行列からなる極大 $K-$輪環部分群を表す。 $D_{2n}\langle K_{s})\text{から}$

$D_{n}$ $( K_{S})$ への写像\Deltaを次で定義する。

$\Delta(d$ iag (
$a_{1}$

, .., a $n’ n+1a$ , ...,
$a_{2n}$

) $=d\mathfrak{i}ag(a_{1}a_{n+1}$ , ..., $a_{n}a_{2n}\rangle_{\circ}$

$\Gamma\langle E\rangle$ を $K_{S}/E$の$XC27$群とし $\text{、}$ I’ $=$ $n_{\cup\cdot\sigma_{i}}i=1\Gamma\langle E\rangle$ を $\Gamma\emptyset\Gamma(E)$ によ

るコセット分解とせよ. ここで、 $\sigma_{1}$
は単位元とする。すると、 $(E \otimes_{K}K_{s})^{*}$

から $D$ $(K)$の上への\Pi -Q型 $\theta$ が次で定義される。
$n$ $s$

$\theta\langle\sum_{i}v$
$1\otimes x_{i}\backslash ,$

$= diag\langle\sum_{i}v_{i}\sigma_{i}(x_{i})$ ’ . . . ’ $\nabla r_{i}v_{i}\sigma_{n}$

$\langle$

$x_{i}))$‘

ここで、 $\langle E \otimes_{K}K_{s}\rangle*$ で $K$ー多元環 $E$ $\otimes_{K}K_{s}$ の可逆元の乗法群を表す。

$H^{0}\langle$
$\Gamma,$ $\alpha W)$ の各元Wに対し、その係数が $0,$ $\pm 1$ からなる wの $N(K\rangle$ におけ

るある代表元 $n_{W}$ を取ることができる。また、 $D_{2n}\langle K$ ) の元 $a_{W}$ で $a_{W}n_{W}$ が

$GL$ $\langle K\rangle$ における置換行列 (即ち、その係数が $0$ , 1からなる wを代表する行列
$2n$

$\rangle$ となるものとせよ。 $\zeta$ を (C) における $F$の元とするとき、 $D_{2n}(K_{s})$ のある元

$d=d\mathfrak{i}ag\langle-\sigma_{1}(\zeta\rangle$ , . . . , $-\sigma_{n}(\zeta),$
$1$ , . . . , 1)
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を $\text{定義}$する。そこで、 $H^{0}(\Gamma, \alpha W)$ の各元Wに対して、 $(E @_{K}K_{S})*$ の元

$\xi_{w}$ を次で定義する.

$(***)$ $\theta(\xi_{w})=\Delta(d^{-1}n_{W}^{-1}d a_{W}n_{W})_{Q}$

これらの準備のもと次を証明することができる。

記号を上の通りとせよ。 $\Gamma$からWへの 1-コサイクル $\alpha$ を命題 7の

通りとすると、
$w\epsilon H^{0}$

$( \Gamma, \alpha W)\backslash x\epsilon E^{*}$ に対して、
$\sigma_{\omega\langle 1\rangle}$

$($ $x\rangle$ . $\xi_{w}\epsilon$

$E^{*}$ となり、そして $N_{E/K}$ $( \xi_{w} )$ $=sgn(w)$ となる. ($W$はワイ $\text{ル群}w_{2n}$

$=S_{2n}\text{の部分群とみなせるから_{、}}$ ここで $sgn(w)$ で wを置換とみなしたときのその

符号を表す. ) そこで、 $H^{0}(\Gamma,$
$\alpha^{W)}$ の

$E^{*}$ 上のある作用を次で $\text{定義}$する。

$wx=\sigma_{\omega(1)}\langle x)\xi_{w}$ $\text{、}$

$w\epsilon H^{0}(\Gamma,$ $W\rangle\backslash x\epsilon E^{*}$ .
すると、 $P_{*}^{-1}(a)$ とこの作用が引き起こす $E^{*}/N_{\Gamma/E}(F^{*})$ 上の作用によるそ

の商との問に全単射が存在する.

系. 記号と仮定は命題 8の通りとせよ. さらに、 $K$をある局所体とし、 $F/K$

をある 7一ベル拡大とせよ。すると、 もし $H^{0}(\Gamma,$
$\alpha^{W)}$ のすぺての元の $sgn$ (符

号) が $1_{\text{、}}$ またはもし $-1\epsilon N_{F/K}(F^{*})$

る. そうでなければ、それは 1である.

これは局所類体論により示される.

ならは $p_{*}^{-1}(a)$ の元の Rは 2であ

最後に、ー般の場合に対し、 $H^{0}(\Gamma,$
$a^{W)}$ の生成元を求めることにより (詳細は

$-94-$



略) 、次を証明することができる。

$\alpha$ を $\Gamma$からWへのある 1-コサイクルとし、 $\alpha$ に対応する $Sp_{2n}$

のある極大 $K$ー輪環部分群 (補題を見よ) が $K-$多元環の組

$r\Sigma i=1L_{i}+$ $s\sum_{\dot{|}=1}F$

I $\text{、}$

$s_{i=1}\Sigma E_{\dot{|}}$

から構成される極大K-輪環部分群に $GL_{n}$ において $K-$共役とせよ (命題 5を見よ

$)$

。 $(F\dot{|}k ’ E_{i_{k}} )\backslash k=1,$ $\ldots,$ $m$ を組 $(F_{i}, E_{i})$ $i=1,$ $\ldots,$
$s$

の $K-$同応仁 (定義を見よ) のある代表系とせよ。すると、 $p_{*}^{-1}(\alpha)$ と
$F_{i_{k}}\supset_{-}$

E. $\backslash k=1,$
$\ldots,$ $m$ に対して命題 8における様に得られる商の直積との間に–

$|k$

対ー対応が存在する。

これらは、筆者が昨年、京都大学に滞在研修中に土方教授に未発表の結果を含め数

々教示されたものを基に得られた結果である。ここに、土方教授に心からの感謝の意

を表したいと思います。
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