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Abstract. Morita equivalent which arose in pure algebra was

introduced to C∗-algebras by Rieffel , and was applied to Pois-

son Geometry by Xu. It is the idea which indicates equiva-

lent categories. In my talk, I want to give some results ob-

tained from applying it to twisted Poisson manifolds glancing

through the Xu’s studies.

1 導入

1.1 Poisson 多様体

C∞-級多様体 P 上の関数環 C∞(P ) に Leibnitz 則

{f, gh} = {f, g}h + g{f, h}

を満たすLie括弧積 {•, •}が定義されているとき,括弧積 {•, •}をPoisson

括弧, (C∞, {•, •}) を P 上のPoisson 構造といい, P を Poisson 多様
体と呼ぶ.

上記の関係式から Poisson 多様体 P には {f, g} = π(df, dg) であるよう
な二重ベクトル場 π ∈ Γ (∧2TM)が存在することがわかる. また, Poisson

括弧 {•, •} に関する Jacobi 恒等式は [π, π]SN = 0 と同値である. し
たがって, Poisson 多様体を定義するのに関数環の言葉で始める代わりに
[π, π]SN = 0 を満たす二重ベクトル場 π を用いる方法もある. ここで
[•, •]SN は Schouten-Nijenhuis 括弧と呼ばれるもので, Γ (∧2TM) で定義
される演算である.
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1.2 閉３形式で twist されたPoisson 構造

滑らかな多様体 M 上で定義された２ベクトル π ∈ Γ (∧2TM) と閉３
形式 φ ∈ Ω3(M) が関係式

1

2
[π, π]SN = ∧3π#(φ)

を満たすとき, (M,π, φ) を φ-twisted Poisson 多様体とよぶ. もともと
この概念は位相的シグマ模型の研究に端を発し, WZW-Poisson 構造とも
よばれている. また, M 上に dω + φ = 0 を満たす３形式 φ と非退化な２
形式 ω があるとき, (M,ω, φ) を φ-twisted symplectic 多様体という. 通
常のPoisson 多様体は, twisted-Poisson 多様体の特殊なケース (φ = 0)と
見做せる.

Twisted-Poisson 多様体は, Dirac 幾何学の枠組みで捉え直すことも可
能である. いま, M に閉３形式 φ が与えられているとした上でベクトル
バンドル Eφ = TM

⊕
T ∗M 上の切断全体につぎのような operationを定

める.

1. 〈(X, ξ), (Y, η)〉 := ξ(Y ) + η(X) ∈ C∞(M)

2. [|(X, ξ), (Y, η)|] := ([X,Y ], LXη + iY dξ + iX∧Y φ) ∈ Γ (Eφ)

もし, ２ベクトル π の誘導する部分バンドル Lπ ⊂ TM
⊕

T ∗M が [|•, •|]
に関して閉じており, なおかつ rank Lπ が M の次元と等しく, 〈•, •〉 を
Lπ に制限したところで 0 であるならば (M,π, φ) はTwisted-Poisson 多
様体となる.

さて, 通常の Poisson 多様体の余接バンドルには Poisson 構造から誘
導される Lie algebroid の構造が入り, Poisson 多様体によってはそれは
ある特殊な亜群と対応することが知られている. これと同様に, Twisted-

Poisson多様体 (すべてではない)にも亜群の対応物がある. それがTwisted

symplectic 亜群と呼ばれるものである.

2 Lie亜群が成す圏
Twisted symplectic 亜群の森田同値について述べる前に, いささかの準
備を要する. C∞ 級多様体 X から Lie 亜群 G1 ⇒ G0 の対象空間 G0 へ
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の写像 J : X → G0 に対して,

1. J(g · x) = t(g) (tは target map)

2. (gh) · x = g · (h · x)

3. ε(J(x)) = x (ε は identity section)

をみたす写像 G ∗ X = { (g, x) | s(g) = J(x) } → X が与えられたとき,

G1 ⇒ G0 の X への左作用といい, J : X → G0 を運動量写像とよぶ. ここ
で s は source mapを表わす. Lie 亜群の左作用のうちで最も簡単な例は,

target mapを運動量写像とする亜群の積である. X への右作用も同様に定
義される. また, X にLie亜群 G1 → G0, H1 ⇒ H0 がそれぞれ左右から可
換に作用しているとき X をG-H bibundleといい,記号で G ½ X ¾ H

と書く. そして G-H bibundle X において, 右 (左)作用に関する運動量写
像 J : X → H0 (G0)の各ファイバー J−1(p) (∀p ∈ H0 (G0))にG (H)が推
移的かつ自由に作用しているとき, X をleft (right) principal bibundle

とよぶ.

さて, 右作用がそれぞれ固有な left principal bibundle G ½ X ¾ H,

H ½ Y ¾ K に対するファイバー積X ×H0 Y には (x, y) 7→ (xh, h−1y)

により H の右作用が定義される. この作用による商空間 X ⊗H Y には
ρ̃ : X ⊗H Y → G0, [x, y] 7→ ρ(x), τ̃ : X ⊗H Y → K0, [x, y] 7→ τ(y) を運動
量写像とし, g · [x, y] = [gx, y], [x, y] · k = [x, yk] をそれぞれ左作用, 右作
用とする G-K bibundle の構造が入る. ここで ρ, τ はそれぞれ X の 左
G-作用, および Y の 右K-作用に関する運動量写像である.

Lie 亜群全体は, それら亜群を対象とし, left principal bibundle の同型
類を射とする圏 LGとなる. なお, 二つの G-H bibundle X,Y が同型であ
るとは, X と Y の間に亜群の作用と運動量写像に関して可換となるよう
な微分同相写像が存在するときをいう. このとき射の合成は先述の ⊗ で
与えられ, 恒等射は, source map, target map をそれぞれ運動量写像に持
ち, 亜群の積を作用とする bibundle G ½ G ¾ G である. もし, Lie 亜群
G1 ⇒ G0, H1 ⇒ H0 の間に left principal かつ right principal であるよう
な bibundle が存在するとき, それらの Lie 亜群は森田同値であるという.

言い換えればLie 亜群の森田同値とは, 圏LG において同型な対象を指す.
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3 Twisted symplectic 亜群の森田同値
Lie 亜群 Γ1 ⇒ Γ0 に対し, Γk := Γ ×(s,t) · · · ×(s,t) Γ (k回の積) とおき,

∂i(γ1, γ2, · · · , γk) =


(γ2, · · · , γk) i = 0 のとき

(γ1, · · · , γiγi+1, · · · , γk) 0 < i < k のとき

(γ1, · · · , γk−1) i = k のとき　　　　　　　　　　　　　　　　　

により ∂i : Γk → Γk−1 を定義する. ∂ : Ωq(Γk) → Ωq(Γk+1) を (k + 1)-個
の ∂i (0 5 i 5 k) を引き戻した交代和とすれば, (Ωq(Γp), d, ∂) は二重複体
を成す. ここで d は通常の外微分 d : Ωq(Γk) → Ωq+1(Γk) である. 亜群
Γ1 ⇒ Γ0 で, それが誘導する全複体において ω + φ が 3-cocycle となるよ
うな非退化な２次形式 ω ∈ Ω2(Γ1) と３次形式 φ ∈ Ω3(Γ0) が存在すると
き, (Γ1 ⇒ Γ0, ω, φ) をTwisted symplectic 亜群という.

いま, Twisted symplectic 亜群 (G1 ⇒ G0, ωG, φG), (H1 ⇒ H0, ωH , φH)

に対して, 以下の条件を満たす C∞級多様体 X と JG : X → G0, JH :

X → H0 および非退化な２次形式 ωX ∈ Ω2(X) が存在するとき, X

をHamiltonian G-H bimodule という.

1. X は G-H bibundle G ½ X ¾ Hである.

2. dωX = JGφG − JHφH

3.亜群 G × H の作用により誘導される graph が ωG ⊕ (−ωH) ⊕ ωX ⊕
(−ωX) に関して Lagrangian となる.

但し, 上で云うところの G × H の作用は, s(g) = J1(x), s(h) = J2(x) を
満たす全ての x, g, h に対して (g, h) · x := gxh−1 で与えられる. 二つの
Twisted symplectic 亜群 (G1 ⇒ G0, ωG, φG), (H1 ⇒ H0, ωH , φH) が森田
同値であるとは, bibundle として right principal かつ left principal な
Hamiltonian G-H bimodule X が存在するときをいう. Twisted symplec-

tic 亜群の森田同値もまた, 圏TwSG の言葉で解釈することができる. こ
こでTwSG は Twisted symplectic 亜群が形成する圏である.

4



4 Integrable Twisted Poisson 多様体の場合
twisted Poisson 多様体 M に対して適当な亜群が存在し, M の余接
バンドルがその亜群から導かれる Lie algebroid と同型となるとき M

をintegrable とよぶ. integrable な twisted Poisson 多様体と twisted

symplectic 亜群の間には 1対 1の対応がつくことが知られている. 以上の
ことを踏まえて, integrable な twisted Poisson 多様体の間にも森田同値
の概念を導入することができる.
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