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は じ め に

い く つ か の 斉次多項式 F1, . . . , Fm の 共通零点の 既 約集合を 多様体と い

い ま す r す る と 多様体X ⊂ PN に 対しそ の sutpvxw.yzvx{}|�~��:� なる も の を 定め
る 事が で き ま す r こ れ は ち ょ う ど X の 点 p ∈ X に お け る 接超平面か ら な

る 多様体の 様なも の と い え ま す r 非特異 な多様体 � す なわ ち � ∂F1/∂t(p) =

0, . . . , ∂Fm/∂t(p) = 0なる 点 p ∈ X の 存在しない 様なX � で あ れ ば 問題
は ない の で す が � 特異 点を 含 む 様な多様体に 関 して は い く つ か の 問題が 生
じ て き ま す r こ こ で は sut�vzwjyzvx{Z|�~%�:� や そ の 簡 単な例 � ま た �Svxtp�}�g��vz� や� vx�k�R~!�0��yzvx{Z|�~%�:�R���a~%��vx�0�Xyxvz{Z|�~��:� など の 関 係を 紹介した い と 思い ま す r

� �������S��� �S��� �¡� ¢���£
と ¤ �¡�S�¦¥#�#�d§�£f¨(© の 定義

以 下 � 多様体は 全て 複素数体C上定ま る も の と しま す r ま ず 多様体X ⊂

PN が 非特異 な超曲面 � 唯一 の 既 約多項式 F の 零点集合 � で あ っ た と しま
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す r こ の 時X の 任意 の 点 p に 対し � F の 勾配を 対応さ せ る 写像 �
δ : X → PN p 7→

(

∂F

∂x0
(p) : . . . :

∂F

∂xN

(p)

)

が 定ま り ま す r こ の 時X の s�t�vxwbyzvx{}|�~��:� を X∗ := δ(X) で 定義 しま す r こ
れ は 一 般に 特異 点を 持つ よ う な次元 � の 多様体X で あ っ て も 定ま り ま す r
よ り 具 体的に は �TpX を X の 接空間 と した 時

ΓX := {(p, y) ∈ X × P
∗

N : 〈TpX, y〉 = 0}

を 考え ま す r こ こ で 〈x, y〉 は y(x) を 意 味す る も の と しま す r こ の 時射影
π : ΓX → X に 対しCX を

CX := closure of(ΓX\π
−1(singX)) ⊂ X × P

∗

N

で 定め � こ れ を X の ���R���x{Z� vxw��ptp���kw�~ と 呼び ま す r こ こ で X の 特異 点に お

け る 接超平面を p近傍の 非特異 な点に お け る 接超平面の 極限と みなす こ

と で � 形式的に 極限を と る 操作を X × P∗

N で の 閉包を と る 事に 対応さ せ て

い ま す r こ の 時も う 一 方の 射影 π∗ : X × P∗

N → P∗

N に 対しX∗ := π∗(CX)

と す る 事で X の sut�vxwPyzvx{}|�~��:� が 定ま り ま す r
CX と X∗ に 対し � 次の 基 本的か つ 重要な事実が 成立しま す r
• CX は 既 約で � dim CX = N − 1

• N − n − 1 ≤ dim X∗ ≤ N − 1

• (X∗)∗ = X

� ���#¨�§%�I�¡�5� � ��� ¥ £
X ⊂ PN が 一 次元多様体 �	�jtk{}yR~���� 特に 
�vz�Z|��R�pvxw��!tp{[yR~ の 時比較 的容易

に X∗ に 対す る 関 係式を みる こ と が で き ま す r
定義 ��
���
 ϕ0, . . . , ϕN に よ り � ϕ が

ϕ : P1 → PN (t0 : t1) 7→ (ϕ0(t0, t1) : . . . : ϕN(t0, t1))

と 表さ れ る 時 ϕ を 次数 d の �����������	��������� �"!#�%$�� �"!'&	�����"(*)�+��-,"� と い う .
特に 注目す る べ き なの は 0 = m0 < m1 < . . . < mN−1 < mN =

d ϕi(t0, t1) := td−mi

0 tmi

1 と 表さ れ る 時で � こ の 時 ϕ を {<vz�Z|��R��vzwj�/�R���10
� |�vxw��%tp{}yx~ と 呼び ま す r
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定義 � 
 � 
 (y0 : . . . : yN) を P
∗

N 斉次座標と した 時 � 多項式 Φ(t; y) :=

y0ϕ0(t) + . . . + yNϕN(t) を 定め る . こ の 時 yi を 係数 � (t0 : t1) を 変数と み

る 事で Φ の �"&�� )��-&�� & ���"��!�� ��!

D := {(y0 : . . . : yN) ∈ P
∗

N : Φ(t; y) は (t0 : t1) ∈ P1を 重根に も つ }

が 定め ら れ る .

す る と 次の 事が 言え ま す r
主張 ��
���
 D = X∗

こ の 関 係に よ り 次の よ う に X∗ ⊂ P∗

N に 対す る 関 係式を 求 め る 事が で き

ま す r
例 ��
�� 
 � d = 3 N = 3 の 場合 $
	�� &���!#� ��
 +�� &	)

ϕ : P1 → X ⊂ P3 (t0 : t1) 7→ (t0
3 : t0

2t1 : t0t1
2 : t1

3)

に 対して Φ(t; y) := y0t
3 + y1t

2 + y2t + y3 と なり ま す . こ の yi係数に 関 す

る �"&�� )���&�� & ���"��! は � 27y0
2y3

2 − 18y0y1y2y3 + 4y0y2
3 + 4y1

3y3 − y1
2y2

2 で あ

る の で こ れ が X∗ に 対す る 関 係式で あ る 事が わ か り ま す .
同様に d = 4, N = 3 の 場合で

ϕ : P1 → P3 (t0 : t1) 7→ (t0
4 : t0

3t1 : t0t1
3 : t1

4)

の 時は 4y3
1y

3
2 + 27y2

0y
4
2 + 6y0y

2
1y

2
2y3 + 27y4

1y
2
3 + 192y2

0y1y2y
2
3 − 256y3

0y
3
3 が 求

め る 関 係式に なる こ と が 計算さ れ ま した .

�
こ れ か ら

多様体X ⊂ PN の 非特異 な点 p に お い て の 接空間 TpX や そ の 射影 化

TpX に つ い て は 問題は ない の で す が � 特異 点に お い て は ど の よ う なも の を
対応さ せ る か と い う 問題が 生じ て き ま す r そ こ で 新た に 次の よ う なも の を
定義 しま す r
定義 �*
'� 
 多様体X ⊂ PN の 点 p ∈ X に 対し p に 収束す る 点列 xi, yi ∈ X

に 対し xi と yi を 結ん で で き る 直線を xiyi で 表す . こ の 時T?
pX を こ の 様な

直線 xiyi の 極限の 和集合と して 定め � こ れ を !��"��������!���!	�"� と い う .
�



定義 �*
 � 
 多様体X ⊂ PN に 対し �
Tan?X :=

⋃

p∈X

T
?
pX ⊂ PN

を X の !	�"��������!���!��"� ,��"�-&	��!�� と い う . ま た X の � � ) �"��! ,��"�-&	��!�� を
SecX :=

⋃

(x,x′)∈X×X\∆X
x6=x′

xx′ ⊂ PN

で 定め る .
同様に 多様体 Y ⊂ X ⊂ PN に 対して � 次の 様に 定め る . y ∈ Y と

し � yn ∈ Y, xn ∈ X を 共に y に 収束す る 点列と す る . こ の 時 � T?
y(Y, X) を

ynxn の 極限の 和集合と して 定め �
Tan?(Y, X) :=

⋃

y∈Y

T
?
y(Y, X)

Sec(Y, X) :=
⋃

(y,x)∈Y ×X\∆Y
y 6=x

yx

と す る .
こ の 時次が 言え ま す r

定理 �*
 �������	��

����������������� 
 多様体 Y ⊂ X ⊂ PN に 対し � 次の 内い ず
れ か が 成立す る .

1. dim Tan?(Y, X) = dim Y +dim X, dim Sec(Y, X) = dim Y +dim X+1

2.Tan?(Y, X) = Sec(Y, X)

ま た � ���R���R{}��vxw �ptp���kw�~ の 様に 一 般の 次元 n の 既 約多様体に 対して

γ : X 99K G(n, N) p 7→ TpX

なる �5vxtk�Z�P� vx� と 呼ば れ る も の を 定め て や る 事が で き ま す r こ の 時dim γ(X)

を �Svxtp�}��{Zvx��� と 呼ぶ 事に す る と � 多く の 場合こ れ は dim X に 等しく なり

ま す r も しそ う で ない 時X は �p~%yx~!w��x��v"�pw�~Syzvx{}|�~��:� と 呼ば れ ま す r
こ の γ を 用い て 新た に X の �<vx�p�R~%�C�$yzvx{}|�~%�:� と い う も の が 定義 で き ま す r

定義 �*
 �*
 　 　 任意 の 多様体X ⊂ PN に 対して �
TanX :=

⋃

T∈γ(X)

T

を X の !	�"��������! ,��"�-&	��!�� と い う . 　 　 　
 



一 般に 次の 様な関 係が あ り ま す r
命題 �*
���
 TanX ⊂ Tan?X ⊂ SecX.

私は 今後の 目標と して � こ の よ う な �p~%yx~!w �R��v"�pw�~ yxvz{Z|�~��:� を �Svxtp�Z�$� vx� や
�
vx�p�x~!�0��� �Z~%��vx�0� yzvx{Z|�~%�:� を 用い て � あ る 種の 分類を 施して や る 事を 目指して
い ま す r
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