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Ferapontov showed the existence of potential for centroaffine surfaces
with flat affine metric, write down compatibility conditions of them in
terms of thier potential functions, and found it is the same as the
equation which is studied in Dubrovin’s paper. Recently, we study the
condition for an equiaffine surface to have the conormal map which is
affine equivalent to a centroafine surface with flat affine metric.

1. Introduction

アフィン微分幾何は、ユークリッド空間にはめ込まれた多様体のア
フィン変換で不変な性質を微分幾何的に調べる幾何である．特に、１
９８０年代に入ってから（主に）野水克己と佐々木武の研究により大き
な発展を遂げた．そこでは、アフィン法線がある１点を通る、またはす
べてのアフィン法線が平行であるようなBlaschke曲面であるアフィン
球面や、アフィン計量の体積要素の積分で定義される汎関数の臨界点
となるアフィン極小超曲面などの性質が深く興味を持たれてきた．例
えばアフィン計量が平坦、あるいはより広く、アフィン計量が定曲率
であるようなR3内のアフィン球面の分類は [2]で考察されている．
しかし、平坦なアフィン計量をもつ、アフィン球面でないアフィン曲
面については余り関心が持たれていなかった．そのような状況の中、
Ferapontovは [2]でアフィン計量が平坦である中心アフィン曲面をその
ポテンシャルの存在により特徴付け、さらにそのポテンシャルが位相
的場の理論に現れる方程式 ([1])の解になっていることを発見した．こ
れに関連して今回、与えられた等積アフィン曲面に対してその余法線
写像が、アフィン計量が平坦である中心アフィン曲面とアフィン同値
であるための条件を求めた．

2. アフィン超曲面論について

アフィン微分幾何では、主にRn+1内にはめ込まれた部分多様体の、
アフィン変換で不変な性質を調べる．今回の講演では特に曲面の R3

へのはめ込みを考察するので、ここではRn+1への超曲面はめ込み f :
Mn → Rn+1に付随するアフィン不変量について説明する．詳しい解
説については [3]を参考にして頂きたい．また、曲面論の基本的な事柄
については [4]が詳しい．
　 f : Mn → Rn+1をRn+1内の超曲面、DをRn+1の標準接続とする．
このとき、fに横断的なベクトル場 ξをひとつ固定すると、各点におけ



る接空間の直和分解を用いて、{
DXf∗Y = f∗(∇̃XY ) + g(X,Y )ξ,

DXξ = −f∗SX + τ(X)ξ

という式が得られる（Gauss-Weingartenの式）．このような、はめ込
み fとそれに横断的なベクトル場 ξの組 (f, ξ)をアフィンはめ込みとい
う．このとき、接続Dおよび微分 f∗の性質から g,S及び τ はテンソル
であることがわかる．たとえば、gが対称 (0, 2)‐テンソルであること
は次のようにして分かる．M 上の C∞級ベクトル場X,X1,X2,Y 及び
M 上のC∞函数 ϕに対して、

DX1+X2f∗Y = f∗(∇̃X1+X2Y ) + g(X1 + X2, Y )ξ

と、
DX1+X2f∗Y = DX1f∗Y + DX2f∗Y

= f∗(∇̃X1Y + ∇̃X2Y ) + {g(X1, Y ) + g(X2, Y )} ξ

から、
g(X1 + X2, Y ) = g(X1, Y ) + g(X2, Y )

が成り立ち、
DϕXf∗Y = f∗(∇̃ϕXY ) + g(ϕX, Y )ξ

と、
DϕXf∗Y = ϕDXf∗Y = f∗(ϕ∇̃XY ) + {ϕg(X,Y )} ξ

から、
g(ϕX, Y ) = ϕg(X,Y )

が成り立つ．Rn+1上の標準接続Dが捩れを持たないことから gが対
称テンソルであることがわかるので、これらをあわせて gが対称 (0, 2)
‐テンソルであることが分かる．S及び τ に対しても同じ方法でそれぞ
れ、(1, 1)‐テンソル、(0, 1)‐テンソルであることを示すことが出来る．
g,S,τ はそれぞれアフィン計量、型作用素、及び横断的接続形式と呼ば
れている．同様にして ∇̃ はM 上の接続を定めることもわかり、これ
は誘導接続と呼ばれている．特に注意すべきこととして、∇̃が捩れを
持たないという事実があり、これは標準接続Dが捩れを持たないこと
に由来している．また、2階対称テンソル gの非退化性は横断的ベクト
ル場 ξのとり方に依らないことがわかる．はめ込み f が非退化である
とは、gが非退化であるときをいう．以下、非退化なはめ込みを考える
が、このとき、一般に gは擬リーマン計量となる．gの Levi-Civita接
続を∇と表す．その誘導接続との差、K = ∇̃ −∇はテンソルを定め、
これを差テンソルという．ここで、３次形式Cを、

C(X,Y, Z) = −2g(KXY, Z)

により定めると、差テンソルの定義やアフィン計量（第２基本形式）に
関する Codazzi方程式などから、Cが対称３次形式となることがわか
る．これをCodazziテンソル（または単に３次形式）という.
　横断的ベクトル場 ξとして、はめ込みfの位置ベクトルをとれるとき、
組 (f, ξ)を中心アフィンはめ込みという．このとき、τ = 0、S = −id



が成り立つ．
　はめ込み f : Mn → Rn+1に対して、

θ(X1, · · · , Xn) := ω(f∗X1, · · · , f∗Xn, ξ)

とおくと、θはM の体積要素となる．これを、誘導された体積要素と
いう．（ここで、ωはRn+1上の標準的な体積要素である．）
誘導された体積要素 θに関して、 ∇̃θ = 0を満たすはめ込み f と横断
的ベクトル場 ξの組 (f, ξ)のことを等積はめ込みという．これは τ = 0
と同値であり、定義より任意の X ∈ TpM (p ∈ M)に対して DXξ が
TpM に属すること同値となることがわかる．
等積はめ込みの中でもさらに特別なはめ込みとして Blaschkeはめ込
みがある．これは等積はめ込みであり、さらに誘導された体積要素 θが
アフィン計量 gから定まる体積要素 ωgに一致するというはめ込みであ
る．非退化はめ込み f : Mn → Rn+1が与えられたとき、横断的ベク
トル場 ξを適当に取り替えることにより、Blaschkeはめ込みにするこ
とが出来るということが知られている．そのような横断的ベクトル場
ξは、はめ込みに対し一意的に定まることがわかり、その ξをアフィン
法ベクトル場という.
　アフィンはめ込み (f, ξ)に対して、余法線写像 ν : Mn → (Rn)∗を、

νx(f∗TM) = 0, νx(ξx) = 1

となるように定める．（ここで、f∗TM |xとRnとを同一視した．）
最後に、アフィンはめ込み (f, ξ)において（中心アフィンはめ込みや

Blaschkeはめ込みのように）容易に横断的ベクトル場 ξが類推される
とき、単に f のみで (f, ξ)を表わす場合もあることを注意しておく．

3. 平坦なアフィン計量をもつ中心アフィン曲面とそのポテンシャル

Ferapontovが [2]で示した平坦なアフィン計量をもつ中心アフィン
曲面のポテンシャルの存在は、次の定理に依っている．ここで、曲面
Mの計量 gが平坦であるとは、gのLevi-Civita接続∇gが平坦である、
すなわち∇gのリーマン曲率1R∇g

に関してR∇g ≡ 0が成り立つことを
いう．なお、以下の補題や定理はすべて局所的な状況でのみ成り立つ
ものである．

Theorem 1. f : Mn → Rn+1を平坦なアフィン計量を持つMnの中
心アフィンはめ込みとし、Cを、そのアフィン計量及び誘導接続から
定まるCodazziテンソルとする．このときMnの任意の点 pにおいて、
その単連結な近傍 U とその上で定義された関数 F が存在し、gに関す
るアフィン座標 {u1, · · · , un}における成分表示の下で次の式がU 上で
成立する．

(1) Cijk = ∂i∂j∂kF.

1接続 ∇ に対してリーマン曲率 R∇ を R∇(X,Y )Z = ∇X∇Y Z − ∇Y ∇XZ −
∇[X,Y ]Z により定める．



この定理により定義された関数 F を、ここでは平坦なアフィン計量
をもつ中心アフィン曲面のポテンシャルと呼ぶことにする．この定理
は次の、３次形式の Levi-Civita接続による共変微分の対称性に関する
補題と、Poincaréの補題を用いて証明される．

Lemma 2. アフィン計量が平坦、すなわちアフィン計量のLevi-Civita
接続を∇としたときR∇ = 0となるならば、　

∇XC(Y, Z,W ) = ∇Y C(X,Z,W )

が成り立つ.

結局、以下のように平坦なアフィン計量をもつ中心アフィン曲面の
偏微分方程式による特徴付けが、Gauss方程式を考えることにより得
られることが分かる．次の定理は、平坦なアフィン計量をもつ中心ア
フィン曲面の可積分条件をポテンシャル F で表したものである．

Theorem 3. 　R2の単連結領域U 上で定義されたアフィン計量が平
坦かつ不定値である非退化な中心アフィン曲面 f : U → R3全体の集
合と、F : U → R2 　に関する方程式　

(2) FxxxFyyy − FxxyFxyy = 1

の解の集合とが１対１に対応する．

4. 平坦なアフィン計量をもつ中心アフィン曲面と余法線写像

与えられた等積アフィン曲面に対して、その余法線写像から定まる
中心アフィン曲面がアフィン計量が平坦である中心アフィン曲面とア
フィン同値であるための条件について考察する．その前にアフィン曲
面とその余法線写像について、それぞれのアフィン計量と誘導接続の
間に一般的に成り立つ関係を考える．ここでは特に平坦なアフィン計
量を持つ中心アフィン曲面の場合に制限して考え、それをポテンシャ
ルを用いた形で表す．

Lemma 4. f̄ : M̄2 → R3 を不定値で平坦なアフィン計量をもつ非
退化中心アフィン曲面とし、F をそのポテンシャルとする．（従って、
アフィン座標系の下で f̄ のアフィン計量は gij = ηij となる．ここで、
ηij := 1 − δijである．） また、f : M2 → R3を等積アフィン曲面とし、
gをそのアフィン計量、∇を誘導接続、Sを型作用素、νf を f の余法
線写像とする．ここで、SはM2の各点 xで正則であるとする．このと
き、νf が f̄ にアフィン同値であるための必要十分条件は、{

gij = tjiηkj · · · (g)

Γl
imgljg

mk = glk(∂iglj) − ηklFijk · · · (∇)

となる．ここで、gij、Γk
ijと tji は、それぞれアフィン計量 gの成分, ∇

のChristoffel記号、および (1, 1)テンソル T := S−1の成分である．

これと、２つの（中心）アフィンはめ込みが同値であるための条件
を考慮して、次の定理を得る.



Theorem 5. f̄ : M̄2 → R3を不定値で平坦なアフィン計量をもつ非退
化中心アフィン曲面とし、F をそのポテンシャルとする．（従って、ア
フィン座標系の下で f̄ のアフィン計量は gij = ηij となる．）このとき、
gをアフィン計量、∇を誘導接続、Sを型作用素とし、その余法線写像
νf が f̄ とアフィン同値となるような等積アフィン曲面 f : M2 → R3

が存在するための必要十分条件は、

(3)


gij = tjiηkj

Γl
imgljg

mk = glk(∂iglj) − ηklFijk

∂1t21 − ∂2t11 = t22F111 − t11F122

∂1t22 − ∂2t12 = t22F112 − t11F222

となる．ここで、gij、Γk
ijと tji は、それぞれアフィン計量 gの成分, ∇

のChristoffel記号、および (1, 1)テンソル T := S−1の成分である．
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