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1 Abstract and Introduction

The quantum algebra Uq(g) := 〈ei, fi, q
h〉i∈I (I = {1, 2, · · · , n}) which was introduced in the study of solvable

lattice models is applied to the reserches of mathematical physics and plays important roles. The nilpotent part

U−
q (g) := 〈fi〉i∈I of Uq(g) has a crystal base B(∞) and the irreducible integrable highest weight representaion

of Uq(g) also has crystal base B(λ) which were constructed by Kashiwara [K1].

The crystal base has been realized by several methods but it is not so easy to obtain the explicit form.

Polyhedral realization of crystal bases is one of the methods for realizing crystal bases explicitly, which was

introduced by Nakashima and Zelevinsky [NZ]. We can describe a vector in the crystal base B(∞) as a lattice

point of certain convex polyhedron in an infinite Z-lattice by this method. This method can be applied to

the crystal base B(λ) of the irreducible integrable highest weight module for symmetrizable Kac-Moody Lie

algebras.

In this paper, we introduce the notion of the polyhedral realization and recent results.

2 準備

ま ず 基 本事項の 復習を す る . 量子群 Uq(g) := 〈ei, fi, q
h〉i∈I/Q(q) は Kac-Moody Lie 代数 g の universal

enveloping algebra の q-analogue (U(g)  Uq(g)) で q → 1 の 極限で Kac-Moody Lie 代数が 復元さ れ る . 量子

群の 表現論 (可積分表現、 最高ウ ェイ ト表現) は q が generic の 場合Kac-Moody Lie 代数の 表現論と 同じ (特に 、

有限次元 Kac-Moody Lie 代数に 付随す る 量子群の 有限次元表現は L(λ): Verma module の simple quotient (λ:

dominant integral weight) と 同型) で あ る が 、 違い の 一 つ に 結晶基 底の 存在が あ る . 結晶基 底と は 、 q → 0 の 極限

に お い て 部分代数 U−
q (g) と 可積分最高ウ ェイ ト表現 V (λ) に 存在す る 性質の 良い 基 底で あ り 、 柏原に よ っ て 構成

さ れ た . こ の 基 底は あ る 操作に よ っ て 一 般の q に つ い て の 基 底 (global base) に 持ち 上が り 、 特に q → 1 の 基 底と

して も 新しい .

3 結晶基 底 (crystal base)

こ こ で は 簡 単に 結晶基 底の 定義 と 性質を 復習す る . M を Uq(g) の 可積分表現と す る . 任意 の u ∈ Mλ (λ ∈ P )

は un ∈ ker ei ∩ Mλ+nαi
に 対して u =

∑

n≥0 f
(n)
i un ( f

(n)
i :=

fn
i

[n]i!
, [n]i :=

qn
i −q

−n
i

qi−q
−1
i

, qi := q(αi,αi) ) と い う

表示を 持つ . こ の と き 柏原作用素 ẽi, f̃i ∈ End(M) (i ∈ I) を 以 下で 定義 す る ：

ẽi u :=
∑

n≥1

f
(n−1)
i un, f̃i u :=

∑

n≥0

f
(n+1)
i un.

以 下 A := { f(q) ∈ Q(q) : f(q) は q = 0 で 正則 } と す る .
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Definition 1 (結晶基 底).

組 (L, B) が 可積分表現 M の 結晶基 底と は 以 下を 満た す こ と で あ る ：

(i) L は M の A 部分加群で M ∼= Q(q) ⊗A L.

(ii) B は Q ベ クトル 空間 L/qL の 基 底.

(iii) L = ⊕λ∈P Lλ, B = tλ∈P Bλ. こ こ で Lλ := L ∩ Mλ, Bλ := B ∩ Lλ/qL.

(iv) ẽiL ⊂ L か つ f̃iL ⊂ L.

(v) ẽiB ⊂ B t {0} か つ f̃iB ⊂ B t {0}.

(vi) u, v ∈ B に 対して f̃i u = v ⇐⇒ ẽi v = u.

こ こ で uλ を V (λ) の 最高ウ ェイ トベ クトル と し

L(λ) :=
∑

ij∈I,l≥0

A f̃il
· · · f̃i1 uλ, B(λ) := { f̃il

· · · f̃i1 uλ mod qL(λ) : ij ∈ I, l ≥ 0 }

と お く と 、 以 下の 定理を 得る ：

Theorem 2 ([K1]). 組 (L(λ), B(λ)) は V (λ) の 結晶基 底.

ま た 同様に ẽi, f̃i ∈ End(U−
q (g)) が 定義 で き

L(∞) :=
∑

ij∈I,l≥0

A f̃il
· · · f̃i1 u∞ (u∞ :単位 元), B(∞) := { f̃il

· · · f̃i1 u∞ mod qL(∞) : ij ∈ I, l ≥ 0 }

と お く と 、 組 (L(∞), B(∞)) は U−
q (g) の 結晶基 底に なる ([K1]).

Theorem 3 ([K2]). 可積分最高ウ ェイ ト表現 V (λ) に 対して あ る 写像 G が あ っ て

{G(b) : b ∈ B(λ)}

は V (λ) の 基 底. こ の 基 底を V (λ) の 大域 結晶基 底 (global base) と い う .

Theorem 4 (テン ソル 積). Uq(g) 加群 V1, V2 に 対し (L1, B1), (L2, B2) を そ れ ぞ れ の 結晶基 底と す る . さ ら に

L := L1 ⊗A L2, B := B1 ⊗ B2 := {b1 ⊗ b2 : bi ∈ Bi}

と し u ∈ B1, v ∈ B2 に 対し ϕi(u) := max {n ≥ 0 : f̃n
i u 6= 0}, εi(v) := max {n ≥ 0 : ẽn

i v 6= 0} と す る と

(i) (L, B) は V1 ⊗Q(q) V2 の 結晶基 底.

(ii) f̃i, ẽi の u ⊗ v へ の 作用は 以 下で 得ら れ る ：

f̃i(u ⊗ v) =







f̃iu ⊗ v ϕi(u) > εi(v) の と き ,

u ⊗ f̃iv ϕi(u) ≤ εi(v) の と き ,

ẽi(u ⊗ v) =







ẽiu ⊗ v ϕi(u) ≥ εi(v) の と き ,

u ⊗ ẽiv ϕi(u) < εi(v) の と き .

Definition 5 (クリ スタル グラ フ ). 結晶基 底 B の クリ スタル グラ フ と は 、 以 下の 規 則で 与え ら れ る 色付き 有向

グラ フ で あ る ：

b1
i

−→ b2 ⇐⇒ b2 = f̃i b1 (b1, b2 ∈ B).

Remark 6. 結晶基 底 B が “連結” と は 、 B の クリ スタル グラ フ が “連結” で あ る こ と を い う .

Example 7. 有限次元 Uq(sl2) 加群 Vl (dimVl = l + 1) の クリ スタル グラ フ は l + 1 個の 元を 用い て 以 下で 与え

ら れ る ：

t - t - t - tp
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Definition 8 (クリ スタル ). 集合 B が クリ スタル と は i ∈ I に 対して

wt : B −→ P,

εi : B −→ Z t {−∞}, ϕi : B −→ Z t {−∞},

ẽi : B t {0} −→ B t {0}, f̃i : B t {0} −→ B t {0},

ẽi(0) = f̃i(0) = 0

と い う 写像が あ っ て 、 以 下の 性質を 満た す こ と で あ る ：

ϕi(b) = εi(b) + 〈hi, wt(b)〉,

wt(ẽib) = wt(b) + αi if ẽib ∈ B,

wt(f̃ib) = wt(b) − αi if f̃ib ∈ B,

ẽib2 = b1 ⇐⇒ f̃ib1 = b2 ( b1, b2 ∈ B),

εi(b) = −∞ =⇒ ẽib = f̃ib = 0.

Remark 9. 結晶基 底は クリ スタル の 性質を 満た す .

Example 10. i ∈ I に 対して 、 Bi := {(x)i : x ∈ Z} を 以 下の よ う に 定義 す る と Bi は クリ スタル で あ る ：

wt((x)i) = xαi, ẽj(x)i = δi,j(x + 1)i, f̃j(x)i = δi,j(x − 1)i,

εi((x)i) = −x, ϕi((x)i) = x, εj((x)i) = −∞ ϕj((x)i) = −∞ for j 6= i.

こ の と き Bi の クリ スタル グラ フ は 以 下の よ う に なる ：

-

i

��
��

2 -

i

��
��

1 -

i

��
��

0 -

i

��
��
-1 -

i

��
��
-2

た だ し、 f̃i ��
��

t = ��
��
t-1 ( t ∈ Z ). こ こ に Bi と Z は 集合と して は 等しい .

Example 11. Rλ := {rλ} (λ ∈ P ) を 一 元か ら なる 集合で wt(rλ) := λ, εi(rλ) := −〈hi, λ〉, ϕi(rλ) := 0,

ẽi(rλ) = f̃i(rλ) := 0 と 定め る と Rλ は クリ スタル で あ る .

Example 12. index の 無限列 ι = (· · · , i2, i1) が 次の 条件 (A) を 満た す と す る ：

(A) ik 6= ik+1 and ]{ k | ik = i } = ∞ for any i ∈ I.

こ の と き

Z∞ : = { (· · · , x2, x1 ) : xj ∈ Z, xk = 0 (k � 0) } (⊂ · · · ⊗ Bi2 ⊗ Bi1)

は ι に 付随した クリ スタル の 構造を 持つ (詳細は 略 ). さ ら に

Z∞[λ] : = { (· · · , x2, x1, rλ ) : xj ∈ Z, xk = 0 (k � 0) } = Z∞ ⊗ Rλ (⊂ · · · ⊗ Bi2 ⊗ Bi1 ⊗ Rλ)

も ι に 付随した クリ スタル の 構造を 持つ . 集合と して は Z∞ と Z∞[λ] は 等しい が 、 そ の クリ スタル の 構造は 異 な

る こ と に 注意 す る .

4 結晶基 底の 実現と 例

[KN] に お い て 柏原、 中島は An, Bn, Cn, Dn 型の 可積分最高ウ ェイ ト表現の 結晶基 底 B(λ) の semi standard

tableaux に よ る 実現を 与え た . こ こ で は An 型に つ い て 詳細を 述べ る . λ :=
∑n

i=1 λiΛi (λi ∈ Z≥0, Λi: fundamental

weights, i ∈ I) と す る と B(λ) は shape が (m1, m2, · · · , mn) (m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mn) で entry が 1, 2, · · · , n+1 の

semistandard tableaux の 集合で 、 次の 条件を 満た す も の と 等しい ： m1−m2 = λ1, m2−m3 = λ2, · · · , mn−1−mn =

λn−1, mn = λn.
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Example 13 (A2-case). λ = 2Λ1 + Λ2 と す る と B(λ) は 以 下で 与え ら れ る ：

B(λ) =



































1 1 1
2

, 1 1 2
2

, 1 1 3
2

, 1 2 2
2

, 1 2 3
2

,

1 3 3
2

, 1 1 1
3

, 1 1 2
3

, 1 1 3
3

, 1 2 2
3

,

1 2 3
3

, 1 3 3
3

, 2 2 2
3

, 2 2 3
3

, 2 3 3
3



































• Tableau ど う しの テン ソル 積も 具 体的に 記 述で き る の で Littlewood-Richardson rule も 記 述で き る ([N1]).

5 結晶基 底の 多面体表示

結晶基 底の 多面体表示と は あ る 区分線形変換 で 不変な一 次不等式系で 定め ら れ た 領域 の 、 整数点と して 結晶基

底を 具 体的に 表示す る 手法で 1997 年に 中島と Zelevinsky [NZ] に よ っ て 導入さ れ た 、 一 般の Kac-Moody 型の 量

子群に 適応で き る 手法で あ る .

Known results

・ B(∞)： 古典 An 型、 ア フ ィ ン A
(1)
n−1 型、 rank 2 一 般 (中島、 Zelevinsky [NZ] 1997)

・ B(λ)： 古典 An 型、 ア フ ィ ン A
(1)
n−1 型、 rank 2 一 般 (中島 [N2] 1999)

New results

・ B(∞), B(λ)： 例外型を 含 む 半単純型 (Bn, Cn, Dn, E6, E7, E8, F4 [H1] 2005)

・ 変形量子群の 多面体表示： 古典 An 型、 rank 2 一 般 (ウ ェイ トに 条件あ り [HN] 2005, [H2] to appear)

•B(∞) の 多面体表示

こ こ で は 、 B(∞) の 多面体表示の 背景と 構成法を 紹介す る . ま ず 、 クリ スタル Bi := { (x)i | x ∈ Z } ∼= Z (i ∈ I)

に 対して 以 下の 埋め 込みの 存在が 知ら れ て い る ：

Ψi : B(∞) ↪→ B(∞) ⊗ Bi u∞ 7→ u∞ ⊗ (0)i.

こ こ で 先の 条件 (A) を 満た す index の 無限列 ι = (· · · , i2, i1 ) (ik ∈ I) を と り Ψi を ι に 沿 っ て 繰り 返し作用さ せ

る と 以 下の 埋め 込みを 得る (柏原の 埋め 込み [K3])：

Ψι : B(∞) ↪→ B(∞) ⊗ Bi1 ↪→ B(∞) ⊗ Bi2 ⊗ Bi1 ↪→ · · · ↪→ B(∞) ⊗ · · · ⊗ Bil
⊗ · · · ⊗ Bi2 ⊗ Bi1

∼= Z∞

( u∞ 7→ (· · · , 0, 0), Z∞ := { (· · · , x2, x1 ) | xj ∈ Z, xk = 0 (k � 0) }).

• 多面体表示と は Image Ψι を 具 体的に 記 述す る 手法の 一 つ で あ る .

Example 14 (A3-case). ι := (· · · , 3, 2, 1, 3, 2, 1) と す る と

Im ( Ψι ) =











x1 ≥ 0,

~x ∈ Z∞ | x2 ≥ x4 ≥ 0,

x3 ≥ x5 ≥ x7 ≥ 0, そ の 他の xj ≡ 0











.

こ こ で は 柏原の 埋め こ みの 像 ImΨι (∼= B(∞)) を 記 述す る た め に B(∞) の 多面体表示を 構成す る ([NZ]). 条件

(A) を 満た す index の 無限列 ι := (· · · , ik, · · · , i2, i1) を 固定し、 k ≥ 1 に 対し

k(+) := min { j | ik = ij (k < j) },

k(−) := max { j | ik = ij (k > j) } ( た だ し k(−) が 存在しない 場合は k(−) = 0 )

と お く . Q-ベ クトル 空間 Q∞ を 以 下で 定め る ：

Q∞ : = Q ⊗Z Z∞ = { ~x = (· · · , x2, x1 ) | xj ∈ Q, xk = 0 (k � 0) }.
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ま た Q∞ 上の 一 次形式 βk(~x) (~x ∈ Q∞) を 以 下で 定め る ：

βk(~x) = xk +
∑

k<j<k(+)

〈hik
, αij

〉xj + xk(+) .

こ の βk(~x) を 用い て ϕ(~x) =
∑

k≥1 ϕkxk (ϕk ∈ Q) に 対す る 区分線型作用素 Sk を 以 下で 定め る ：

Sk (ϕ) :=







ϕ − ϕkβk if ϕk > 0,

ϕ − ϕkβk(−) if ϕk ≤ 0.

Example 15 (A3-case). ι := (· · · , 3, 2, 1, 3, 2, 1), ϕ = x1 と す る と

S1(x1) = x1 − β1(~x) = x1 − (x1 − x2 + x4) = x2 − x4,

S2S1(x1) = x2 − x4 − β2(~x) = x2 − x4 − (x2 − x3 − x4 + x5) = x3 − x5,

S3S2S1(x1) = x3 − x5 − β3(~x) = x3 − x5 − (x3 − x5 + x6) = −x6.

こ こ で

Ξι := { Sjl
· · ·Sj1(xj0 ) | l ≥ 0, j0, · · · , jl ≥ 1 },

Σι := { ~x ∈ Z∞(⊂ Q∞) | ϕ(~x) ≥ 0 for any ϕ ∈ Ξι }

と 定め る . ま た index の 無限列 ι に 対し

ι(j) := min{ k | ik = j } (j ∈ I)

と 定め ι に 対し以 下の よ う な仮定 (P ) を 課す ：

(P ) ϕι(j) ≥ 0 for any ϕ ∈ Ξι.

こ の と き 、 以 下の 定理が 成立す る ：

Theorem 16 ([NZ]). ι は 条件 (A), (P ) を 満た す と す る . こ の と き

Im ( Ψι ) (∼= B(∞)) = Σι.

こ の Σι を ι に 付随す る B(∞) の 多面体表示と 呼ぶ .

Remark 17. Theorem 16 よ り 、 B(∞) の 具 体形を 求 め る に は Ξι, Σι の 具 体形を 求 め れ ば よ い こ と が 分か る .

Remark 18. 多面体表示に お い て 恒等的に 0 で ない xj の 個数、 つ ま り B(∞) を 記 述す る た め に 必要な、 柏原

の 埋め 込みで 用い た クリ スタル Bi の テン ソル 積の 個数は 、 付随す る Weyl 群の 最長元の 長さ に 等しい こ と が 分

か っ て い る . ア フ ィ ン 型や 一 般の Kac-Moody 型の 場合、 無限個の テン ソル 積が 必要に なる .

以 下 g を 単純型と す る . ι := (· · · , n, · · · , 2, 1, · · · , n, · · · , 2, 1) (n： カル タン 行列の サイ ズ) と 定め 、 こ の ι に 対

し ~x ∈ Z∞ の index を xj;i := x(j−1)n+i の 対応で 次の よ う に 付け か え る ：

~x := (· · · , xj;i, · · · , x2;2, x2;1, x1;n, · · · , x1;2, x1;1) ∈ Zι[λ], た だ し i /∈ [1, n] の と き は xj;i = 0.

こ こ で は Bn 型の 場合の 結果を 紹介す る .

Theorem 19 (Bn-case). B(∞) の 多面体表示は 以 下で あ る ：

xj;i = 0 for j, i /∈ [1, n],

x1;i ≥ x2;i−1 ≥ · · · ≥ xi;1 ≥ 0 for 1 ≤ i ≤ n − 1,

xj;n ≥ xj+1;n−1 ≥ · · · ≥ xn;j ≥ 0 for 1 ≤ j ≤ n,

xj;n−j+1 ≥ xj;n−j+2 ≥ · · · ≥ xj;n ≥ 0 for 2 ≤ j ≤ n.
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•B(λ) の 多面体表示

こ こ で は B(λ) の 多面体表示の 背景と 構成法を 紹介す る . B(λ) の 単位 元を uλ と す る . 一 元か ら なる クリ スタ

ル Rλ := {rλ} に 対して 以 下の 埋め 込みを 得る ：

Ωλ : B(λ) ↪→ B(∞) ⊗ Rλ uλ 7→ u∞ ⊗ rλ.

こ の 埋め 込み Ωλ と 柏原の 埋め 込み Ψι を 合成し以 下の unique な埋め 込みを 得る ：

Ψλ
ι : B(λ) ↪→ B(∞) ⊗ Rλ ↪→ Z∞ ⊗ Rλ (=: Z∞[λ])

uλ 7→ u∞ ⊗ rλ 7→ (· · · , 0, 0) ⊗ rλ.

こ こ で は クリ スタル の 埋め 込みの 像 ImΨλ
ι (∼= B(λ)) を 記 述す る た め に B(λ) の 多面体表示を 構成す る ([N2]).

条件 (A) を 満た す index の 無限列 ι := (· · · , ik, · · · , i2, i1) を 固定し k(+), k(−), Q∞ は 前出の も の と す る . Q∞ 上

の 線型関 数 β
(±)
k (~x) (~x ∈ Q∞) を 以 下で 定め る ：

β
(+)
k (~x) = xk +

∑

k<j<k(+)

〈hik
, αij

〉xj + xk(+) ,

β
(−)
k (~x) =







xk(−) +
∑

k(−)<j<k〈hik
, αij

〉xj + xk if k(−) > 0,

−〈hik
, λ〉 +

∑

1≤j<k〈hik
, αij

〉xj + xk if k(−) = 0.

こ こ で 次に 注意 す る ：

β
(+)
k = βk, β

(−)
k = βk(−) if k(−) > 0 (5.1)

こ の β
(±)
k (~x) を 用い て ϕ(~x) = c +

∑

k≥1 ϕkxk (c, ϕk ∈ Q) に 対す る 区分線型作用素 S′
k を 以 下で 定め る ：

S′
k (ϕ) :=







ϕ − ϕkβ
(+)
k if ϕk > 0,

ϕ − ϕkβ
(−)
k if ϕk ≤ 0.

(5.2)

こ こ で index の 無限列 ι に 対し

ι(j) : = min { k | ik = j (j ∈ I) },

λ(j)(~x) : = 〈hik
, λ〉 −

∑

1≤l<ι(j)

〈hik
, αil

〉xl + xι(j)

と 定め

Ξ′
ι : = {S′

jk
· · ·S′

j1
λ(m)(~x) |m ∈ I, j1, · · · , jk ≥ 1},

Ξι[λ] : = Ξι ∪ Ξ′
ι

= {S′
jl
· · ·S′

j1
(xj0) | l ≥ 0, j0, · · · , jl ≥ 1} ∪ {S′

jk
· · ·S′

j1
λ(m)(~x) |m ∈ I, j1, · · · , jk ≥ 1},

Σι[λ] : = {~x ∈ Zι[λ] |ϕ(~x) ≥ 0 for any ϕ ∈ Ξι[λ]}

と 定め る . こ こ で (5.1), (5.2) に よ り 、 条件 (P ) を 満た す ι に 対して は Ξι は B(∞) の 多面体表示で 定め た も の と

等しい こ と に 注意 す る . こ の と き 以 下の 定理が 成立す る ：

Theorem 20 ([N2]). (· · · , 0, 0) ∈ Σι[λ] で あ る と す る . こ の と き

Im ( Ψλ
ι ) (∼= B(λ)) = Σι[λ].

こ の Σι[λ] を ι に 付随す る B(λ) の 多面体表示と 呼ぶ .

Remark 21. Theorem 20 よ り B(λ) の 具 体形を 求 め る に は Ξι[λ], Σι[λ] の 具 体形を 求 め れ ば よ い こ と が 分か る .

6



以 下 g を 単純型と す る . ι, ~x は 前出の も の と 同様の も の と す る . こ こ で

Ξ′
ι :={S′

jk
· · ·S′

j1
λ(m)(~x) |m ∈ I, j1, · · · , jk ≥ 1},

Ξι[λ] := Ξι ∪ Ξ′
ι

={S′
jl
· · ·S′

j1
(xk;1) | k ≥ 1, j1, · · · , jl ≥ 1} ∪ {S′

jk
· · ·S′

j1
λ(m)(~x) |m ∈ I, j1, · · · , jk ≥ 1},

Σι[λ] :={~x ∈ Zι[λ] |ϕ(~x) ≥ 0 for any ϕ ∈ Ξι[λ]}

と 定め る と Σι[λ] は B(λ) の 多面体表示と なる .

こ こ で は Bn 型の 場合の 結果を 紹介す る . 整数列 µ := (µ1, µ2, · · · , µl, 0, 0, · · · ) (l ≥ 1, µi ∈ Z) に 対し、 µ が

admissible pattern で あ る と は 以 下を 満た す こ と で あ る ：

µ : admissible ⇐⇒







1 ≤ µ1 ≤ n,

0 ≤ µk ≤ µk−1 − 1 for 2 ≤ k ≤ l.

ま た 簡 単の た め 次の 記 号を 準備す る ：

Xj;i :=







2xj;i if i 6= n,

xj;n if i = n.

Theorem 22 (Bn-case). λ :=
∑n

i=1 λiΛi (λi ∈ Z≥0) と す る . こ の と き B(λ) の 多面体表示は 以 下で あ る ：

xj;i = 0 for j, i /∈ [1, n],

x1;i ≥ x2;i−1 ≥ · · · ≥ xi;1 ≥ 0 for 1 ≤ i ≤ n − 1,

xj;n ≥ xj+1;n−1 ≥ · · · ≥ xn;j ≥ 0 for 1 ≤ j ≤ n,

xj;n−j+1 ≥ xj;n−j+2 ≥ · · · ≥ xj;n ≥ 0 for ≤ j ≤ n

か つ

λi + xj : i−j − xj ; i+1−j ≥ 0 for 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ i,

λn + Σl
k=1 (Xk−1+µk ; n−µk

− Xk−1+µk ; n+1−µk
) ≥ 0

た だ し、 µ := (µ1, µ2, · · · , µl, 0, 0, · · · ) と し、 そ れ ぞ れ の l = 1, 2, · · · , n に 対し µ : admissible.

6 応用

Litllewood-Richardson rule

可積分表現の テン ソル 積は 、 既 約な表現達の 直和と 同型に なる こ と が 知ら れ て い る . そ の 既 約成分の 重複度を

Littlewood-Richardson number と い う (cµ
λ ν： V (λ)⊗V (ν) の 直和成分 V (µ) の 重複度). こ こ で dominant integral

weight λ に 対し

・ V (λ)β： V (λ) の ウ ェイ ト β の ウ ェイ ト空間 ,

・ ν :=
∑n

i=1 niΛi (Λ: 基 本ウ ェイ ト, ni ∈ Z≥0, i ∈ I),

・ V (λ)β,ν := { v ∈ V (λ)β : eni+1
i v = 0 for any i ∈ I }

と す る 。 こ の と き 次が 知ら れ て い る ：

Fact 23.

cµ
λ ν = dim V (λ)µ−ν, ν .

ま た 、 global base の 性質と して 次が 知ら れ て い る ：
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Proposition 24 (柏原). 任意 の i ∈ I と n ∈ Z≥0 に 対し

{v ∈ V (λ) : en+1
i v = 0} = Q(q) ⊗ G({b ∈ B(λ) : ẽn+1

i b = 0}).

よ っ て 上記 の ２ つ の 事実か ら 、 cµ
λ ν は ν :=

∑n
i=1 niΛi に 対し

1. ウ ェイ トが µ − ν, 2. εi(b) ≤ ni for any i ∈ I

の 条件を 満た す b ∈ B(λ) の 個数で 与え ら れ る .

実際 1, 2 は 容易 に 多面体表示に 組み込む こ と が で き る . 不等式系で 定め ら れ た 領域 の 整数点の 個数を 数え る こ

と に よ る cµ
λ ν の 記 述法は 、 An 型に つ い て は Gelfand, Zelevinsky [GZ] が 、 ま た Bn、 Cn、 Dn 型は Berenstein,

Zelevinsky [BZ] が 得て い る が 、 多面体表示を 用い る と 例外型を 含 む 半単純型の Littlewood-Richardson number

が 記 述で き る こ と に なる .今後の 課題と して は ア フ ィ ン 型の 多面体表示を 求 め る こ と や 、 レ ベ ル 0 の 変形量子群の

結晶基 底の 多面体表示を 求 め る こ と など が 挙げ ら れ る .

Reference

[BZ] A. Berenstein, A. Zelevinsky, Tensor product multiplicities, canonical bases and totally positive varieties,

Invent. Math., 143 (2001), 77–128.

[GZ] I. M. Gelfand and A. Zelevinsky, Multiplicities and regular bases for gln, Group Theoretical Methods in

Physics, vol. II, Science Press, Utrecht, 1986, 147–159.

[H1] A. Hoshino, Polyhedral Realizations of Crystal Bases for Quantum Algebras of Finite Types, to appear

J. Math. Phys.

[H2] A. Hoshino, Polyhedral Realizations of Crystal Bases for Modified Quantum Algebras of Rank 2, to appear

Comm. Algebra.

[HN] A. Hoshino, T. Nakashima, Polyhedral Realizations of Crystal Bases for Modified Quantum Algebras of

Type A, Comm. Algebra, 33 (2005), no.7, 2167–2191.

[K1] M. Kashiwara, On crystal bases of the q-analogue of universal enveloping algebras, Duke Math. J.,63

(1991),465–516.

[K2] M. Kashiwara, Global crystal bases of quantum groups, Duke Math. J., 69 (1993), 455–485.

[K3] M. Kashiwara, Crystal base and Littelmann’s refined Demazure character formula, Duke Math. J., 71

(1993), 839–858.

[KN] M. Kashiwara and T. Nakashima, Crystal graph for representations of the q-analogue of classical Lie

algebras, J. Algebra, 165 (1994), 295–345.

[N1] T. Nakashima, Crystal bases and a generalization of the Littlewood-Richardson rule for the classical Lie

algebras, Comm. Math. Phys., 154 (1993), 215–243.

[N2] T. Nakashima, Polyhedral Realizations of Crystal Bases for Integrable Highest Weight Modules, J.Algebra

219, (1999),571–597.

[NZ] T. Nakashima, A. Zelevinsky, Polyhedral Realizations of Crystal Bases for Quantized Kac-Moody Alge-

bras, Advances in Mathematics 131, No.1,(1997),253–278.

8


