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1. 研究内容 · 成果

これまで, 報告者は, ピアノ線のような弾性体でできた閉曲線がある束縛条件をみたし

つつ, 曲げエネルギーを最も効率よく減らすように変形していく運動の過程について研究

してきた (主題１). 多くの物理現象は, 適当なエネルギー汎函数を最も減らす方向に運動

する過程としてとらえることができる. これは (安定な) 定常状態を求める問題といえる.

曲線に対する変分問題としては elastica がよく知られており, その研究は Euler まで遡る

ことができる. また, その他にも多様な研究がなされている. しかし, そのダイナミクス

に関しては精密な研究例が豊富とは言えない. その理由の一つとして, 系が一つまたは複

数の束縛条件をみたしながらエネルギーを減らす方向に運動する場合には数学的取り扱

いが複雑になる, ということが挙げられる. このような背景が本研究の動機の一つである.

また, 本年度から action minimization に関連した変分問題に関する研究も行っている (主

題２). 本研究の目的は適当なエネルギー汎函数の勾配に支配される曲線および曲面のダ

イナミクスを解析することである. 以下, 上記した本研究の二つの主題について述べる.

主題１. ある束縛条件に従う弾性閉曲線のダイナミクス 具体的には, 次のような物理

的状況を記述する数理モデルについて研究している：

(A) 平面内にピアノ線のような弾性体でできた閉曲線がある. その閉曲線が囲む領域と

その外側が, それぞれ, 非圧縮性粘性流体で満たされている状況を考える. 閉曲線は

曲げエネルギーを減らすように変形していくことが予想される. 一方, 非圧縮性の仮

定により, 閉曲線が囲む領域の面積は一定である. このような束縛条件下における,

閉曲線のダイナミクスはどのようなものか？

(B) 平面内のピアノ線のような弾性体でできた閉曲線を考える. この閉曲線が囲む領域

の内側とその外側から一様な圧力 (例えば水圧) が働いていており, 内側から働く圧

力 pi より外側から働く圧力 po のほうが大きいとする. 圧力差 p := po − pi がある

値 p∗ (buckling load) より小さいときには円が安定であるが, p が p∗ をこえると座

屈が生じる. つまり, 円でない形状が現れる. このとき, 閉曲線のダイナミクスはど

のようなものか？

問題 (A) および (B) について報告者は, 以下のような結果を数学的に証明した. まず曲

線の運動については,
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定理 1. (論文 [4]) 問題 (A) における環境の中に滑らかな閉曲線を与えると, 閉曲線は非

伸縮性と囲む面積を保ちつつ, 曲げエネルギーを最も効率よく解放するように変形してい

く. そして, 最終的には, 問題 (A) に対応する変分問題によって決定されるある形状へと

収束する.

定理 2. (論文 [6]) 問題 (B) における環境の中に滑らかな閉曲線を与えると, 閉曲線は非

伸縮性を保ちつつ, エネルギーを最も効率よく解放するように変形していく. そして, 最

終的には, 問題 (B) に対応する変分問題によって決定されるある形状へと収束する.

という結果を得た. 一方, 閉曲線の最終的形状についてであるが, 問題 (B) については,

[T-O] によって任意の p > 0 に対する最小解 (安定な解)の存在が示されており, さらに,

[W-I] によって n モード解とよばれる, n 個の対称軸をもつ, 非自明解の存在とその表現

公式が与えられている. また, 十分小さな p に対しては, 自明解である円からの分岐解を

具体的に摂動法で構成することにより, 分岐直後の n モード解の安定性および不安定性が

従う. 報告者は問題 (B) について以下を証明した:

定理 3. (論文 [5]) p は十分大きいとする. n モード解 γn(s) は各点 s = jL/n の近傍

Uj (j = 0, 1, 2, · · · , n− 1) において周長が非常に短い円に近い形状である. 一方, γn(s) の

その他の部分は半径 L/(2(n − 1)π) の円弧に近い形状である.

定理 4. (論文 [6]) p は十分大きいとする. このとき, 2 モード解は安定である. 一方 n ≥ 3

に対して, n モード解は不安定である. さらに, モードが一つ大きくなるごとに n モード

解が不安定化を引き起こす “方向”が少なくとも一つずつ増加する.

主題２. Action minimization に関連した変分問題 エネルギー汎函数E(z)が二つ

の local minimizer z0 と z1 をもつとする. このとき, 時間 T の間に z0 から z1 への遷移

が起こるならば, その遷移過程は action とよばれる汎函数
∫ T

0
|zt + ∇E|2 dt を最小化する

ものとして決定されることが大偏差原理により知られている. この action minimization

を, Ginzburg-Landau 汎函数において特異極限をとった場合について考察する研究が最近

なされている ([KRT]). こういった action minimization に関する研究を動機として, 次の

問題を考える:

(C) 二つの閉曲線 Γ0, Γ1 とある正定数 T を与える. このとき, γ(0) = Γ0, γ(T ) = Γ1 を

みたす曲線族 {γ(t)}t∈[0,T ] のなかで, 各時刻における曲線の曲率の二乗と法方向へ

の変形速度の二乗の和を空間および時間に関して積分することで定義される汎函数

を最小化するものは存在するか？

[KRT] は空間一次元についてであるが, 空間二次元の場合に対応する action 汎函数の中

に問題 (C) における汎函数が現れる. 問題 (C) に関する研究は利根川吉廣氏（北海道大

学）との共同研究である. また, 問題の由来から, 曲面に関する問題への拡張が期待され,
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本研究はその拡張を視野にいれた第一歩でもある. 曲率や速度の二乗積分で定義される汎

函数に対する変分問題等についてはこれまで様々な研究がなされているが, 問題 (C) のよ

うなタイプの汎函数に対する変分問題は珍しい.

この問題を一般の閉曲線について考察すると, その Euler-Lagrange 方程式は非常に複

雑なものとなる. そこで, 本年度は研究の第一歩として, 曲線を動径対称なものに限定し

て問題を考察した. そうすることで Euler-Lagrange 方程式はその半径を表すスカラー函

数のみで表され, 解の存在やその性質を知ることができる. 現在は, その得られた結果を

参考として, 動径非対称な場合の解の存在について研究を進めている.
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