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1 Hesseの3次曲線

Hesseの 3 次曲線と呼ばれる曲線がある. それはある複素数 µをとって, 2次元射影空間 P2
C の

中に

C(µ) : x3
0 + x3

1 + x3
2 − 3µx0x1x2 = 0 (1)

と定義される. これは C2 内の曲線 1 + x3 + y3 − 3µxy = 0 に 3個の点を付け加えたものである.
µ �= ∞, 1, ζ3, ζ

2
3 の時 C(µ)は 特異点のない楕円曲線であり, µ = ∞, 1, ζ3, ζ

2
3 の時, C(µ)は 3本の直

線が, 2本ずつ異なる点で交わり輪を作る. 但し ζN = e2π
√−1/N とする, したがって ζ3 = e2π

√−1/3,
また C(∞)は x0x1x2 = 0を表わす.

C(µ)は楕円曲線だから, 実位相幾何学的には 2次元トーラスである. 一方, 3本の直線の「直線」
とは射影直線 P1

C を表わし 2次元球面である. µが∞や ζk
3 に近づくと, 2次元トーラスが 3か所で

くびれて, 3個の球面でできた数珠に変わる, それが C(∞)などの「3本の直線の輪」にほかならな
い. 夜店で買った細長い風船の 2か所をねじってくびれさせ, その両端を結びつけたもの, C(∞) と
してそんなものを思い浮かべていただけばよい.
この曲線は, 19世紀中頃 Hesseによって（おそらく）初めて取り上げられた. 1849年の彼の論文

[Hesse] の趣旨は要約すれば以下のようになる.

定理 1.1 (1) どんな非特異 3 次曲線も, SL(3) の作用で (1)の形にすることができる. 即ち, ある
C(µ) (µ �= ∞, µ3 �= 1) と同型である.

(2) どの C(µ)も 9個の変曲点 [1 : −β : 0], [0 : 1 : −β], [−β : 0 : 1] を持つ. (但し β = 1, ζ3, ζ
2
3 .)

(3) C(µ)と C(µ′)が 9個の変曲点を動かさずに SL(3)の作用で移りあうのは µ = µ′ のときに限る.

この定理の (1)と (3)により, 非特異 3次曲線の “同型類”は複素数 µ (µ3 �= 1)によって代表され
る. 言い換えれば,

(9個の変曲点を指定された)非特異 3次曲線のモジュライ空間 = C \ {1, ζ3, ζ
2
3}

ということである. このコンパクトでないモジュライ空間に「4個の 3次曲線 C(1), C(ζ3), C(ζ2
3)お

よび C(∞) (の “同型類”)をつけ加えて, コンパクトな空間 P1
C にすることができる」ことを Hesse

の定理の (3)は示している. 大切なことは, 得られたコンパクトな空間自身もまた, より広いクラス
の 3次曲線のモジュライ空間だということである. 以下「モジュライ空間のコンパクト化」と言えば,
おおむねこういうことを指す.
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小論では, 「Hesseの定理を現代的に解釈」しそのアナロジーをたどり, Abel多様体のモジュライ
空間の Z[ζN , 1/N ] 上のコンパクト化 SQg,K を構成する.
モジュライ空間のコンパクト化の問題とは, ある種の幾何学的な対象の極限を求める問題である.

しかしすべての極限を求めるのとは違う. たとえばHesseの 3次曲線の場合にコンパクト化されたモ
ジュライ空間が P1

C であったように, 求めた極限全体がひとつの代数多様体を形成する程度に, 「大
切なものは全て集めるが, できるだけ少なくとる」という問題である.
この問題は, どんな幾何学的対象を選ぶにせよ, 代数幾何学的には興味深いことである. 基本的な

対象である曲線と Abel多様体と K3曲面のモジュライ空間くらいは, コンパクト化を構成したいと
思う. 曲線の場合はすでに知られているから, 次はAbel多様体の場合にやろう, それがここでの問題
意識である. しかしそれだけならば, 1950年代から多くの人々の研究があり, すでに多くのコンパク
ト化が構成されている. 小論でめざすのは, 「自然なもの」をひとつ構成することである. それぞれ
は自然に見える, いくつかの異なる道筋から同じコンパクト化に到達するとすれば, それは「自然な
コンパクト化」と呼んでよいだろう. コンパクト化 SQg,K はそのようにして得られる.
ここで「Hesseの定理の現代的な解釈とは何か ?」を簡単に説明したい. まず

C(∞) : x0x1x2 = 0 (2)

を見る. 3個の特異点を除くと群構造をもち, 群多様体として

C(∞) \ Sing C(∞) = C∗ × (Z/3Z) (3)

となり, Hesse 3次曲線の族 (1) は µ = ∞の近傍で Tate曲線の類似である. 3次曲線 (楕円曲線)上
のテータ関数はフーリエ級数と考えてよいが, 群多様体C∗ 上の関数もフーリエ展開を持つという意
味で, C∗ は 3次曲線の「よい極限」である. このような「よい群多様体への退化」の観点からは, 一
般次元で Grothendieck, Raynaud, Mumford, Faltings, Chai等の研究がある. もはや古典というべ
きものだが, これが第一の「現代的な」解釈である.
一方, Hesse 3次曲線には Heisenberg 群と呼ばれる位数 27の群 G(3) が作用する. P2

C の座標関

数 x0, x1, x2 の生成する 3次元ベクトル空間 V の線形変換 σ, τ を

σ(xi) = ζi
3xi, τ (xi) = xi+1 (i = 0, 1, 2 mod 3), (4)

によって定め, Heisenberg 群 G(3) は σ, τ で生成される GL(V ) = GL(3) の部分群として定義する.
P2

C を横ベクトルの空間とみなして,

σ̄ : [x0, x1, x2] �→ [σ(x0), σ(x1), σ(x2)] = [x0, ζ3x1, ζ
2
3x2],

τ̄ : [x0, x1, x2] �→ [τ (x0), τ (x1), τ (x2)] = [x1, x2, x0]
(5)

とすれば, P2
Cの変換とみることもできるが, これは Hesse 3次曲線 C(µ) の自己同型を定め, ともに

3 等分点による平行移動である. ベクトル空間 V は (4)により G(3) の 3次元表現となるが, それは
しばしば Schrödinger表現とも呼ばれ, 容易に分かるように既約表現である. 従って Schurの補題に
より, (このような線形変換を受ける) 基底 x0, x1, x2 は定数倍を除いて唯ひと通り定まる. この観点
からは, 座標 x0, x1, x2 はまさにテータ関数に他ならない. この意味でテータ関数は正標数でも正し
く対応物を持つ. これが, Mumford, Moret-Baillyらによる第二の「現代的な」解釈である. もうひ
とつの重要な解釈はMumfordの GIT-stabilityによるものだが, これについては 3 章から 5 章など
で少し詳しく説明する.
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上の 3つの解釈が実は本質的に同等であり, Hesse 3次曲線はその定義式もふくめ, この 3つの解
釈から自然に導かれる. これが最初に目標としてあげた, 筆者なりの「Hesseの定理の現代的な理解」
である. 3つの現代的な解釈は, コンパクト化 P1

C へ至る 3つの異なる道筋である. 小論ではこれを
順次説明したいと思う. 以下, 簡単のため主として複素数体 C 上話を進める.

2 佐武コンパクト化とMumfordコンパクト化

(主偏極)Abel多様体のモジュライ空間 Ag の複素解析空間としてのコンパ クト化は, すでに 1950
年代に佐武によって得られ, 佐武コンパクト化として知られている. その後, トーラス多様体の理論の
一つの発展として, Mumfordにより (Ag の類似物の) 無限個の新しいコンパクト化が得られた. さら
にその後Mumfordのコンパ クト化は Faltings-Chai の手で代数化され, Z上のコンパクト化が得ら

れている. Mumfordのコンパクト化の特別な場合である Voronoiコンパクト化が [Namikawa76]で
論ぜられているが, これはこの論説に関係が深い.
これらは十分一般的なもので, 構成できそうなよいコンパクト化は全て構成し尽くされた感がある.

ただし注意すべきことがある. §1 で説明したように, 「モジュライ空間のコンパクト化」と言う時,
コンパクト化された空間が再び「コンパクトな幾何学的対象のモジュライ空間」であることを要請し

たことである. 佐武, Mumford, Faltings-Chai のコンパクト化はどれもこの要請には応えていない.
Voronoiコンパクト化はモジュライ空間なのかどうか問題である.
そこでまず問題となるのは, Abel多様体のモジュライ空間をその要請に応えるようにコンパクト化

することができるかどうかである. ところが仮にコンパクト化できたとしても, それはただひと通り
ではないかも知れないし, どれもが等しく重要であるとは思えない. とすれば本当の問題は, 大切な
コンパクト化ないしは自然なコンパクト化を選びだしその構造を知ることだ, ということになる. し
かし残念ながら, 本稿で定理として述べることができるのはただ, 代数幾何学的には自然なコンパク
ト化 SQg,K が存在するということだけである (定理 9.2). その大域的な構造については, Z[ζN , 1/N ]
上射影的なスキームであるということ以外なにも分かっていない. Voronoiコンパクト化との関係も
まだよく分かっていない.
自然なコンパクト化という言葉にもともとはっきりした定義はないが, stabilityは自然なものだか

ら, それにもとづいて構成される SQg,K を代数幾何学的には自然なものとみなしてよいだろう. し
かし代数幾何学にとどまらず, Z上の保型形式の立場からも SQg,K が自然なものであることが明ら

かにされる日が, いつか来ることを期待したい. その前に SQg,K を Z 上のコンパクト化に拡張して

おかなければならないことは言うまでもない.

3 閉軌道の空間

3.1 例

ここでもう一度出発点に戻って, よいコンパクト化を選び出す原理について考えてみる. その原理
のひとつはMumfordの stabilityの理論, 即ち幾何学的不変式論 (GIT=geometric invariant theory)
から示唆される. まず次の例を見よう. 2次元複素平面 C2 の座標を (x, y) として G = C∗ の作用

(α, x, y) �→ (αx,α−1y) (α ∈ C∗) (6)
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を考える. 問題は「C2 のC∗ による商空間とは何か？, どうあるべきか？」である. C∗ による商で
あるためには, まず軌道分解して各軌道を 1点と考えればよいはずである. 答えとして

O(a,1) = {(x, y) ∈ C2;xy = a} (a �= 0),

O(0, 1) = {(0, y) ∈ C2; y �= 0},
O(1, 0) = {(x,0) ∈ C2;x �= 0},

O(0, 0) = {(0, 0)}

(7)

という 4種類の軌道を得る. ところがC2/C∗をこれらの軌道の空間とすると,自然な位相は Hausdorff
でない. 実際 O(x,1) = O(1, x) (x �= 0)だから

O(1, 0) = lim
x→0

O(1, x) = lim
x→0

O(x,1) = O(0, 1) (8)

となって, 同じ無限点列 O(x,1) (x → 0) が異なる点に収束する. これを避けるには G の不変式環を

見る以外にない. (6)によれば, G の不変式環の生成元は xy である. そこで望ましい商空間を

C2//C∗ = {xy;xy ∈ C} (関数xyを座標とする直線) (9)

と定義するのである. C2//C∗ では 3つの軌道 O(0, 1), O(1, 0), O(0, 0) が同一視されている. この現
象はごく一般的なもので, O(0, 1) や O(1, 0) が閉軌道でないことが原因である. そこでひとつ重要な
ことを注意しておくと

定理 3.2 商空間C2//C∗ =閉軌道全体.

左辺の各点, すなわち {a; a ∈ C}の各点は, 上の記号を用いると, O(a,1) (a �= 0)およびO(0, 0)と
いうただひとつの閉軌道に対応する, それが定理の意味するところである. この定理は一般の場合に
も正しい. 定理 3.2の一般化を少し不正確ではあるが単純な形で述べておく.

定理 3.3 (Mumford-Seshadri) Xを射影的スキーム, GをXに作用する簡約代数群とする. この時X

の空でない 開集合X(semistable)と射影的スキーム Y , 及びG-不変な正則写像 π : X(semistable) →
Y が存在して次の条件が満たされる.

(1) 自然な普遍性を持つ.

(2) a, b ∈ X(semistable)とすると次は同値.

– π(a) = π(b).

– O(a)∩O(b) �= ∅ 但し, O(a), O(b)はそれぞれX(semistable)におけるG-軌道O(a),O(b)
の閉包.

(3) Y = Proj(X上の G -不変同次多項式のなす環), と定めると,
Y = X(semistable)における閉 G軌道全体.

定理 3.3の Y を X(semistable)//Gで表わす. 簡約代数群というのは, 最大可解正規部分群が 代数
的トーラスと同型となる代数群, として定義される. SL(n)やC∗はその例である. 強調したいことは

X(semistable)//G =閉軌道の全体 (10)

という事実である. 以下この事実をもとに, モジュライ空間のコンパクト化の問題を考え直してみた
い. semistable や 次節の properly stable の言葉に戸惑う方もいると思うので, ここで定義を復習
する.
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定義 3.4 p ∈ X とする.

(1) X上のG-不変な同次多項式 F で F (p) �= 0となるものが存在するとき, pを semistable である
と言う.

(2) pの軌道 O(p)がX(semistable)の閉集合であるとき, pを Kempf-stable と言う.

(3) pがKempf-stableで, さらに pのGにおける固定部分群 (stabilizer)が有限の時, properly stable
と言う.

X(prop-stable) および X(semistable) によって, それぞれ X のすべての properly stable な点の
集合, および X のすべての semistable な点の集合を表わす.

3.5 モジュライと商空間 — 対照表

モジュライとGによる商空間の間にはおおむね次のような対応がある.

X =ある種の幾何学的な対象の全体,

G = Xに属する対象の同型写像のなす群,

つまり, a, b ∈ Xが同型 ⇐⇒ O(a) = O(b),

X(prop-stable) = genericな幾何学対象,

X(semistable) = semistableな幾何学対象,

= X(prop-stable) ∪ {X(prop-stable)の元の穏やかな極限 },
X(prop-stable)/G = genericな幾何学対象のモジュライ空間,

X(semistable)//G =モジュライ空間のコンパクト化 .

多くの場合, 最初に我々が出会うモジュライ空間は

Y 0 = X(prop-stable)/G (11)

である. X(prop-stable)の点は全て閉じた G-軌道を与える. したがって a, b ∈ X(prop-stable) に対
しては

π(a) = π(b) ⇐⇒ O(a) ∩ O(b) �= ∅
⇐⇒ O(a) ∩ O(b) �= ∅
⇐⇒ O(a) = O(b)

(12)

である. われわれの問題は Y 0 のコンパクト化を構成することであるが, その第一の候補が定理の Y

である. 実際の問題ではX(semistable)はかなり大きな複雑な集合で決定できないことが多いが, 同
値関係 //は同型とは異なるので, X(semistable)を完全に決定しても無駄が多い. ところが

Y =閉軌道の全体 (13)

だから, Y 0の集合としてのコンパクト化 Y は閉軌道を持つ幾何学対象をすべて集めれば構成するこ

とができる. しかも閉軌道を持つ対象の間の同値関係 //は通常の同型 (軌道の一致)にほかならない.
これ以外にも閉軌道を選ぶ理由があるが, ここではその詳細は省く.
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もちろん閉軌道だけに着目することに問題がないわけではない. 最初の例の場合X = C2, G = C∗

である. O(x, y)が閉軌道であるための必要十分条件は xy �= 0又は (x, y) = (0, 0)である. したがって,

X ′ := {(x, y);xy �= 0,または (x, y) = (0, 0)} (14)

という厳密には代数多様体ではない対象を問題にしなければならない. これとよく似た事情は, 最近
の臼井三平 ·加藤和也の周期領域の部分的コンパクト化の仕事にも現われる. 恐らく, 代数多様体の
概念を拡張して, こういう空間も含めておくのが自然なのだと思われる.

4 GIT-stabilityと臨界点の安定性

4.1 安定な臨界点

Morse関数によって微分可能多様体の位相を調べる方法はよく知られている. その場合大切なの
は関数の臨界点とその臨界指数である. 臨界指数が最大の時, 即ち Hessianが正の固有値ばかり持つ
時, 安定な臨界点という. これは関数が (局所的に)極小値をとる場合で, Morse関数をエネルギーと
みなせば, エネルギー極小の安定した点である. 「安定」という言葉はこの意味で使われることが多
いのだが, GITの stabilityはその定義を見る限り臨界点の「安定」とは関係がない. しかし, 次の
Kempf-Nessの定理によって相当程度関係のつくことが分かる.

V をC上の有限次元ベクトル空間, GをC上の簡約代数群で V に作用するものとする. KをGの 1
つの最大コンパクト部分群とし, ‖ ‖をV のK-不変なエルミートノルムとする. 例えばG = SL(2,C)
ならばK = SU(2),　あるいは §3の例で言うと, V = C2, G = C∗,K = S1 = {w ∈ C∗, |w| = 1}で
あり, V のK-不変なエルミートノルムは, ‖(a, b)‖ = |a|2 + |b|2 で与えられる.

定義 4.2 v ∈ V, v �= 0とする.

(1) V 上のG-不変な同次多項式 F で F (v) �= 0となるものが存在するとき, vを semistable である
と言う.

(2) vの軌道 O(v)が V の閉集合であるとき, vを Kempf-stable と言う.

(3) vがKempf-stableで, さらに vのGにおける固定部分群 (stabilizer)が有限の時, properly stable
と言う.

注意 4.3 Kempf-stable ならば semistable である. § 3では射影的な場合について述べたが, 自然な
写像 π : V \ {0} → P(V )による像 π(v)が § 3の意味でKempf-stable (または semistable) であるの
と, 上の意味で Kempf-stable (または semistable) であるのとは同値である.

ところで, v �= 0, v ∈ V のとき,

pv(g) = ‖g · v‖, g ∈ G

と定めると, pv は軌道 O(v)上の関数となる.
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この時次の定理が知られている.

定理 4.4 (Kempf-Ness [KN79])

(1) pv の軌道 O(v)上の臨界点で pv は最小値をとる.

(2) pv の最小値での 2次微分は (ほとんど)正である.

(3) vが Kempf-stable ⇐⇒ pv が O(v)上最小値をもつ.

要約すれば,

vが Kempf-stable ⇐⇒ pv がO(v)上安定な臨界点を持つ.

こうして GITの stabilityは臨界点の安定性と関連づけて理解できる.
余談になるが, GITの初版は 1965年, Deligne-Mumfordの stable curveの論文は 1969年, Kempf-

Nessの論文は 1979年の出版である. GITの初版にすでに「Pn の非特異超曲面は properly stableで
ある」という定理が述べられている. Deligne-Mumfordの論文はその 4年後の出版で, 1965年には
stable curveの概念はまだ確立していないが, MumfordはGIT執筆当時,曲線のモジュライを stability
によってコンパクト化しようとする構想をすでに持っていたと考えるのが自然である. stabilityとい
う用語はおそらく, (Grothendieckによる Abel多様体の) stable reductionや stable curveなどを念
頭においた命名であったろう. 一方, Kempf-Nessの定理の（発見は別として）証明は難しくない. こ
ういう事情を考慮すると, Mumfordは stabilityという用語を導入したものの, GIT執筆当時にはま
だ安定な臨界点との関連まで意識はしていなかったと思われる. しかし, かりに単なる偶然であった
としても本質をよく表した命名であったと言ってよいであろう.

5 Deligne-Mumfordの stableな曲線

5.1 Stableな曲線のモジュライ空間 Mg

1969年の論文 [DM69]でDeligne-Mumfordは stableな曲線を導入し, 非特異な曲線のモジュライ
空間をコンパクト化した. 分かり易く書くと,

種数 gの非特異な曲線のモジュライ空間 : =種数 gの非特異な曲線の同型類全体

⊂ Deligne-Mumfordのコンパクト化 Mg =種数 gの stableな曲線の同型類全体

となる. Deligne-Mumfordのコンパクト化は近年, 物理学の重力場の理論やミラー対称性に関連した
Gromov-Witten不変量の研究, KontsevichによるWitten予想の解決とリボングラフによる Mg の

cell分割など興味深い話題も多く, 御存知の方も多いと思う.

定義 5.2 C を種数が 2以上の (必ずしも既約とはかぎらない)連結な射影曲線とする. C が次の条件

を満たす時 stable curve (stableな曲線) と呼ぶ:

(1) Cは局所的には常に 2次元複素多様体（または非特異代数曲面）上の曲線であり, 局所座標 x, y

を用いて x = 0又は xy = 0と表わされる.
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(2) もし C が非特異有理曲線 C ′ を既約成分に持てば, C ′は C の他の既約成分と合計 3点以上で
交わる.

特にこの定義から stableな曲線の自己同型は有限群であることが分かる. 従って, 第 2の条件を自
己同型群が有限群であると言い換えてもよい. 用語を明確に区別するために, 以下Deligne-Mumford
の stableな曲線をmoduli-stableな曲線と言うことにする.

5.3 もうひとつの安定性

moduli-stable曲線は次の意味で安定である [DM69]:

• 任意の 1パラメーター曲線族を適当に改変して (つまり, 引き戻しと正規化と余分な既約成分の
縮約によって), 全てのファイバーが stableな曲線の族に直すことができる.

• 上の曲線族の全てのファイバーが stableな曲線ならば, 上と同じ操作をいくらくり返してもファ
イバーは変わらない.

GITの stabilityとの関連については GiesekerやMumfordの仕事がある.

定理 5.4 次の 3つの条件は同値である.

(1) C がmoduli-stable.

(2) C の次数の大きい Hilbert点全てが properly stable. ([Gieseker82])

(3) C の次数の大きい Chow点全てが properly stable. ([Mumford77])

Cの Hilbert 点や Chow 点の定義はここでは述べないが, C の高次元射影空間への埋め込みの状態

を完全に記述する一種の Plücker座標のようなもので, おのおのは高次元の射影空間の点である. ひ
とつの C に対し, 埋め込みのしかたに応じて無限個の Hilbert 点や Chow 点が定まる.

5.5 目標は何か

定理 5.4 のように単純かつ明快な定理こそ, モジュライコンパクト化の理論の最大の目標である.
筆者はそう信じている. そもそも代数多様体の退化という現象は, 高次元では分類の限界を超えた複
雑な様相を呈する. モジュライ空間のコンパクト化とは, その退化をコンパクトな空間でパラメトラ
イズできる程度に, 最小限に抑制しようとするものである. そこでは重要な退化のみを集めて, そう
でないものは捨て去ることになる. このような考えに立つと, 定理 5.4のように, 「コンパクト化に
最小限必要とされる退化の原理あるいは意味」を知ることが問題の中心となる.
もうひとつの重要な問題はコンパクト化の構造の詳細な研究である. たとえば曲線のモジュライ空

間Mg の Chow群に関するMumford予想と類似の研究を, Abel多様体の新しいモジュライのコンパ
クト化 SQg,K に対して実行することであるが, これについてはまだなにも結果がない.
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§5 では moduli-stable な曲線について述べた. §6 以降は Abel多様体のモジュライについて述べ
る. そこでは moduli-stable な曲線と同様のことを試みたい. 目標はまず

非特異なAbel多様体のモジュライ空間 Ag,K

=非特異なAbel多様体+レベル構造の同型類全体の集合

⊂ Abel多様体及び適当な退化多様体+レベル構造の同型類全体

=新しいモジュライのコンパクト化 SQg,K

のような図式を完成すること (定理 9.2), そして次に, コンパクト化に現われた代数多様体全体を定
理 5.4のような形で特徴づけることである (定理 9.1).

6 再びHesseの3次曲線

6.1 テータ関数

今度は楕円曲線 E(τ ) = C/(Z + Zτ ) から出発して考える. ここで τ は 上半平面Hの点, すなわ
ち Im(τ ) > 0となる複素数とする. 2つの点 z1, z2 ∈ Cは z1 − z2 = n + mτ (n,m ∈ Z)の時, その
時に限って E(τ )の中で同じ点を定める. E(τ )上のレベル 3のテータ関数を次のように定義する:

θk(τ, z) =
∑
n∈Z

e2πi(3n+k)2τ/6e2πi(3n+k)z

=
∑
y∈Y

a(y + k)wy+k (k = 0, 1, 2).
(15)

但し, a(x) = qx2
(x ∈ X), q = e2πiτ/6, w = e2πiz , X = Z, Y = 3Z. このとき θk は次の変換公式を

満たす.

θk(τ, z + 1) = θk(τ, z),

θk(τ, z + τ ) = q−9w−3θk(τ, z)
(16)

従って写像 Θ : E(τ ) → P2
C を

Θ : z �→ [θ0(τ, z), θ1(τ, z), θ2(τ, z)] (17)

と定めると, Θ は well-definedであり埋め込みである. これは Riemann-Rochの定理を用いて証明さ
れるが, その結果 E(τ ) の像は P2

C の 3次曲線を与えることが分かる. さらに θk は変換公式

θk(τ, z +
1
3
) = ζk

3 θk(τ, z),

θk(τ, z +
τ

3
) = q−1w−1θk+1(τ, z)

(18)

も満たす. したがって, たとえば, z �→ z + (τ/3) という E(τ ) の変換は, P2
C では

[θ0(τ, z), θ1(τ, z), θ2(τ, z)] �→ [θ0(τ, z +
τ

3
), θ0(τ, z +

τ

3
), θ0(τ, z +

τ

3
)]

= [θ1(τ, z), θ2(τ, z), θ0(τ, z)]
(19)
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という (4)の線形変換 τ を引き起こす. こうして像 Θ(E(τ )) は G(3) の作用によって不変であるこ
とがわかる. したがって 3次曲線 Θ(E(τ )) は, 3次の G(3) の不変式または G(3) の相対不変式の零
点集合となる. 一方, xi の 3次同次式の空間 (10 次元) は G(3) 加群として, 異なる 8 個の 1次元既
約加群と不変式のなす 2次元加群の直和に分解される.　したがって, G(3)-不変な 3次曲線は, G(3)-
不変な 3次式で定義されるか, または x3

0 + ζ3x
3
1 + ζ2

3x3
2 など 8個の相対不変式で定義され, とくに後

者の 3次曲線は 8個しかない. Θ(E(τ )) は H 上の G(3)-不変な 3次曲線の自明でない族を与えるか
ら, 2個の G(3)-不変な 3次式の 1次結合によって定義され, ある定数 µ(τ ) を用いて

C(µ(τ)) : x3
0 + x3

1 + x3
2 − 3µ(τ )x0x1x2 = 0 (20)

と表わされることが分かる. これが §1で「x0, x1, x2はテータ関数にほかならない」と述べた理由で

ある. (正確には (22)の記号を用いて xk = θkϑ である.)

6.2 3等分点

C(µ)の 3等分点は, C(µ)の 9個の変曲点で与えられるとしてよく, 具体的には [1 : −β : 0], [0 : 1 :
−β], [−β : 0 : 1] (ただし, β3 = 1)の 9点である. ここで C(µ)の原点を e0 = [1,−1, 0]に選び,

e1 = [1,−ζ3,０], e2 = [−1, 0, 1] (21)

とすれば, 線形変換 σ, τ のひき起こす C(µ)の自己同型 (5)は, それぞれ e1, e2 による平行移動であ

る. e1, e2は C(µ)の 3等分点の群を生成する. 3等分点の群にはWeil pairingと呼ばれる 1の 3乗根
に値をとる非退化 (乗法的)交代形式 eW が定義される. たとえば eW (e1, e2) = στσ−1τ−1 = ζ3であ

る. 任意の楕円曲線 E の 3等分点の群にもWeil pairing eW は定義される. E(τ ) の場合で言えば 0
が原点で, 1/3, τ/3 などが 3 等分点であるが, eW (1/3, τ/3) = ζ3 である.

定義 6.3 組 (C(µ), e0, e1, e2) を C(µ) のレベル 3-構造と呼ぶ. 同様に Eの原点を e0 として, E の

3等分点 e1, e2 が eW (e1, e2) = ζ3 となるとき, 組 (E, e0, e1, e2) を E のレベル 3-構造と呼ぶ.

6.4 埋め込みと Proj

写像 Θ : E(τ ) → P2
C は埋め込みなので

E(τ ) = C∗/{w �→ q2yw; y ∈ 3Z}
∼= (ProjC[a(x)wxϑ, x ∈ X])/Y

=∗ Proj(C[a(x)wxϑ, x ∈ X]Y -inv)

∼= ProjC[θkϑ (k = 0, 1, 2)].

(22)

但し a(x), q, w, X, Y は (15)と同じ, ϑは次数 1の不定元とする. また Y の作用は環準同型

S∗
y(a(x)wxϑ) = a(x + y)wx+yϑ (23)

によって定義する. (22)の第 2の右辺は第 1の右辺の書き換えで, 自明な同型である. Θが埋め込み
であるという事実が第 4の右辺であり, (22)の眼目は第 2, 第 3, 第 4の右辺の形式的類似にある. (22)
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の第 3の右辺は不正確ではあるが直観的な理解を助けてくれるので書いておいた. (22)を数学的に正
しくするには, 第 3の右辺を除けばよい.
いろいろ書いたが, (22)は E(τ ) が Θ(E(τ ))と同型であると主張しているだけである. 大切なのは

この表示がモジュライのコンパクト化の問題では役に立つということである.

6.5 1-パラメーター族とProj

(q に関する)完備付値環を R = C[[q]]とする. すると R上のつぎの形式的な 1-パラメーター族の
Grothendieck代数化 X の中心ファイバー X0は C(∞)と一致する:

X = (ProjR[a(x)wxϑ, x ∈ X]/Y )alg,

X0 = (ProjR[a(x)wxϑ, x ∈ X] ⊗ (R/qR))/Y.
(24)

ただし, a(x)や ϑ, y ∈ Y などは全て (15)と同じものとする. この場合には (15)の θk は付値に関し

て収束するので X の上の線束の切断を与える. 以下 X0が C(∞)と一致することを示す. まず, Y で

割る前の空間は局所有限スキームとして無限個のアファインスキーム Vn でおおわれる:

Vn = Spec R[a(x)wxϑ/a(n)wnϑ, x ∈ X]

= Spec R[a(n + 1)wn+1/a(n)wn, a(n − 1)wn−1/a(n)wn]

= Spec R[q2n+1w, q−2n+1w−1]

∼= Spec R[xn, yn]/(xnyn − q2), xn = q2n+1w, yn = q−2n+1w−1.

従って xn = x2
n−1yn−1, yn = x−1

n−1. さらに

Vn ∩ {q = 0} ∼= Spec C[xn, yn]/(xnyn) = {(xn, yn) ∈ C2;xnyn = 0}.

X0 は無限個の P1
C の鎖の Y による商空間である. Y の作用は Vn

S−3→ Vn+3
S−3→ Vn+6 → · · ·,

(xn, yn)
S−3�→ (xn+3, yn+3) = (xn, yn)などと移すから結局 3個の P1

C の輪を得る.

� � � � � � �

X は q = 0の近くでは Hesse 3次曲線の族の µ = ∞の近傍への制限と同型になる. 小平の楕円曲
面論における特異ファイバーの分類記号で言えば, I3である。小平 [Kodaira63] によって解析的に構
成されたものと X は完備化すればほぼ同型であるが, (24)の表示は [Mumford72] の修正版である.
この描像、あるいは (24)の定義の重要な点は, 容易に「代数的に高次元化できる」ということであ
る. 実際, a(x)やX,Y をとりかえれば高次元の新しい代数多様体を構成できる. 定理 9.2に現れる
Kempf-stableな PSQASは, すべてこのようにして得られる.
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7 3次曲線のモジュライ理論

7.1 j-関数

まず, GITを G = SL(3), X = 3次曲線の空間 = 3次式の空間の射影化に適用して

SQ1,1 := X(semistable)//SL(3) � P1
C

という 3次曲線のモジュライを構成できる. § 3 の記号によれば, Y 0 のコンパクト化として Y を選

んだことになる. 良く知られているように, これは楕円曲線の j-関数の理論である. これとは別に定
理 7.3で見るように, Kempf-stabilityを用いるともっとよいモジュライ空間 SQ1,3 (fine moduli)が
構成できる. ただし, その場合には同型の定義も SQ1,1 の場合とは変え, その結果としてコンパクト
化 Y も別のものを選ぶ. Hesseの定理 (定理 1.1および定理 7.3) は Kempf-stabilityと同等な SQ1,3

の理論である. ふたつのモジュライ空間 SQ1,1 と SQ1,3 の関係はつぎの式で与えられる:

j(C(µ)) = 27
µ3(µ3 + 8)3

(µ3 − 1)3
. (25)

7.2 3次曲線の stability

3次曲線の SL(3)に関する stabilityは表 1に示す通りである.

表 1: 3次曲線の stability

曲線 (特異点) stability 固定群

楕円曲線 properly stable 有限

3本の直線, 3重点なし Kempf-stable だが properly stable でない 2次元
直線と2次曲線, 接点なし semistable だが Kempf-stable でない 1次元
既約, 通常 2重点あり semistable だが Kempf-stableでない 有限

3本の直線, 3重点あり semistable でない 1次元
直線と2次曲線, 接点あり semistable でない 1次元

既約, 尖点あり semistable でない 1次元

以下 C(∞)を 3-gonと呼ぶ. C を 3次曲線とすると

C がKempf-stable ⇐⇒ C は楕円曲線 または 3-gonに同型

⇐⇒ C が Hesse の 3次曲線のどれかに同型

⇐⇒ C がG(3)のGL(3)での共役の作用で不変,

C がKempf-stable かつ特異点を持つ

⇐⇒ C は 3-gon

⇐⇒ C が 1-パラメーター族 (24)のX0に同型.
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ここで (24)は楕円曲線の (22) のアナロジーである. また, 次の定理は Hesse の定理 (定理 1.1) か
ら従う. SQ1,3は 定理 3.3の X(semistable) の部分スキームとみなすことができるが, Y とは異なる

ことに注意したい. この場合には Y = SQ1,1 となる.

定理 7.3 G(3) を σ, τ で生成されるレベル 3のHeisenberg群とする. そのときつぎの SQ1,3 はA1,3

のコンパクト化である.

SQ1,3 : =
{

stable な 3次曲線のレベル 3-構造
}

/同型

=
{

G(3)-不変な 3次曲線のレベル 3-構造
}

=
{

Hesse 3次曲線のレベル 3-構造
}

,

A1,3 : =
{
非特異 3次曲線のレベル 3-構造

}
/同型

=
{
非特異 Hesse 3次曲線のレベル 3-構造

}
.

SQ1,3 (� P1
Z[ζ3,1/3]) は Z[ζ3, 1/3]上射影的な代数多様体で, stable な 3次曲線のレベル 3-構造の

モジュライ空間 (fine moduli)である.

8 PSQAS

Rを完備な離散付値環, qをそのパラメーター, k(η)をRの商体, X = Zg とする.

定義 8.1 a(x) (x ∈ X)は次の 3条件を満たす時 Faltings-Chaiの退化データと呼ぶ.

(1) a(0) = 1, a(x) ∈ k(η)× := k(η) \ {0} (∀x ∈ X).
(2) b(x, y) := a(x + y)a(x)−1a(y)−1 (x, y ∈ X) はX × X 上の乗法的双一次形式.
(3) B(x, y) := valq(a(x + y)a(x)−1a(y)−1) (x, y ∈ X) はX ×X 上の正定値な双一次形式.

従って,正定値な双一次形式P (x, y)をとり, a(x) = qP(x,x)とすれば, a(x) (x ∈ X)はFaltings-Chai
の退化データとなる.

定義 8.2 上と同じ記号の下で, Yを Xの有限指数の部分群, K = (X/Y ) ⊕ Homgr((X/Y ),C∗) と
する. このとき

(Z,L) = (ProjR[a(x)wxϑ, x ∈ X], OProj(1))/Y ⊗ (R/qR)

のことを k(0) 上の K -PSQAS と呼ぶ. 但し, k(0) = R/qR. なお, PSQASは projectively stable
quasi-abelian schemeという長い名前の省略形である.

8.3 テータ関数の極限 – 例

PSQASの構造を知る上でDelaunay分割は重要である. Delaunay分割とはテータ関数の極限を記
述する分割である. そこでまずHesse 3次曲線の場合に, C(∞) が 3-gon である理由を Delaunay 分
割の立場から考える.
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E(τ )上でテータ関数は次のように定義された.

θk(q,w) =
∑
m∈Z

q(3m+k)2w3m+k (k = 0, 1, 2).

但し, q = e2πiτ/6, w = e2πiz である. θk の間の関係式は

C(µ(q)) : θ3
0 + θ3

1 + θ3
2 = 3µ(q)θ0θ1θ2

で与えられる. ここで C(µ(0))が 3-gonとなることを, µ(0) = ∞となることを証明するのではなく,
θk の極限を直接計算することにより証明する.

I = qRとし, u ∈ R \ I に対して w = q−1u，u = u mod I とする. この時

θ0(q, q−1u) =
∑
m∈Z

q9m2−3mu3m

= 1 + q6u3 + q12u−3 + q30u6 + · · · ,

θ1(q, q−1u) =
∑
m∈Z

q(3m+1)2−3m−1u3m+1

= u + q6u−2 + q12u4 + · · · ,

θ2(q, q−1u) =
∑
m∈Z

q(3m+2)2−3m−2u3m+2

= q2u2 + q2u−1 + q20u5 + q20u−4 + · · · .

従って P2
C では次のようになる:

lim
q→0

[θk(q, q−1u)] = [1, u, 0]

同様に次も従う:

lim
q→0

[θk(q, q−3u)] = [0, 1, u],

lim
q→0

[θk(q, q−5u)] = [u, 0, 1].

一方, w = q−2λu, u ∈ R \ I とすると

lim
q→0

[θk(q, q−2λu)] =

{ [1, 0, 0] (−1/2 < λ < 1/2のとき),
[0, 1, 0] (1/2 < λ < 3/2のとき),
[0, 0, 1] (3/2 < λ < 5/2のとき).

(26)

λがRを動く時同じ計算をすると, Y = 3Zを法として同じ極限が繰り返す. こうして limτ→∞ C(µ(τ))
が 3-gon : x0x1x2 = 0になることが分かる.

定義 8.4 λ ∈ R = X ⊗Z Rに対して, 格子X = Z上の関数 Fλ を次のように定める:

Fλ(a) = a2 − 2λa.

Fλ(a)の最小値を実現する全ての a ∈ X の凸閉包をD(λ)で表わし, Delaunay cellと 呼ぶ.

14



計算をまとめると,

D(j +
1
2
) = [j, j + 1] := {x ∈ R；j ≤ x ≤ j + 1},

D(λ) = {j} (j − 1
2

< λ < j +
1
2
のとき),

[θ̄k]k=0,1,2 : = lim
q→0

[θk(q, q−2λu))]k=0,1,2

θ̄k =


ūj (j ∈ D(λ) ∩ (k + 3Z)のとき)

0 (D(λ) ∩ (k + 3Z) = ∅のとき)

となる. 例えば, D(1
2 ) ∩ (0 + 3Z) = {0}, D(1

2) ∩ (1 + 3Z) = {1} なので

lim
q→0

[θk(q, q−1u))] = [θ̄0, θ̄1, θ̄2] = [ū0, ū, 0] = [1, ū, 0]

となる. 順に 1
2 < λ < 3

2 , λ = 3
2 , 3

2 < λ < 5
2 などととって極限を見ると, 上の計算は, C(µ(∞))

が 3つの 1次元の C∗ と 3点の合併集合であること, その合併のしかたが, ちょうど Delaunay cells
mod Y (= 3Z)の幾何学的な様子と一致することを示している. 以下 σj = [j, j +1], τk = {k}とする.

� � � � � � �

σ−3︷ ︸︸ ︷ σ−2︷ ︸︸ ︷ σ−1︷ ︸︸ ︷ σ0︷ ︸︸ ︷ σ1︷ ︸︸ ︷ σ2︷ ︸︸ ︷
τ−3 τ−2 τ−1 τ0 τ1 τ2 τ3

��
�
�
�
�
��

�

��
�

�
�

�
��

O(τ0)

O(τ2)

O(τ1)O(σ0)

O(σ1)O(σ2)

ここで一般の場合を考える. X = Zg とし, BをX ×X 上の正定値双 1次形式とする.

定義 8.5 λ ∈ X⊗ZRに対して, X 上の関数

Fλ(x) = B(x,x) − 2B(λ, x) (x ∈ X)

が最小値をとるような x ∈ X によって張られる凸閉包をD(λ)で表わし, Delaunay cell と呼ぶ.
λがX⊗ZRを動く時, いろいろなDelaunay cellを得る. 異なる λに対して同じDelaunay cellを

得ることもある. それを全て集めると空間X ⊗Z Rを埋め尽くす, 局所有限な多面体分割が得られ
る. これを Delaunay分割と言う. B に依存して定まるので DelB と表わす. σ ∈ DelB と書けば, あ
る λ ∈ X ⊗Z Rに対して σ = D(λ)となることを意味する.

定義 8.6 Delaunay cell σ ∈ DelB に随伴した Voronoi cell V (σ)を次のように定義する:

V (σ) = {λ ∈ X ⊗Z R;σ = D(λ)} .

このとき {V (σ);σ ∈ DelB}はX⊗ZRの局所有限な多面体分割を与える. これを VorB と表わす.
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2次元のDelaunay分割は, GL(2,Z)の差, すなわち格子の基底のとり方の自由度を除き, つぎの分
割のいずれかと一致する.

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�
����

�
��

�
��

�
��

�
��

�

�
�������������
�������������
������������

8.7 テータ関数の極限 – 一般の場合

Faltings-Chai の退化データ {a(x);x ∈ X} が与えられると, K-PSQAS が定義された. さらに
K-PSQAS上のテータ関数も次のように定義される.

θk :=
∑

x∈k+Y

a(x)wxϑ (k ∈ X/Y ).

ここで, 定義 8.1により, 適当な半整数係数線形関数 C(x) を選んで

a(x) = qB(x,x)/2+C(x) · u(x)

と表わせることに注意する. ただし u(x) ∈ R \ I. すると前と同様にして

θk(q, q−B(λ,·)u·) =
∑

x∈k+Y

qB(x,x)/2+C(x)−B(λ,x) · u(x) · ux

と表わされる. 従って, q → 0の極限 (又は mod qR)を調べることは, 関数

Fλ(x) = B(x,x) − 2B(λ, x) + 2C(x)

の最小値の分布を調べることに帰着される. 同様の計算はすでに [Namikawa76] にある. ここで
Delaunay cell σ = D(λ)をとり, q → 0のとき極限が 0となる部分は右辺から除くと

lim
q→0

[θk(q, q−B(λ,·)u·)] = [ua × ((R/I)の単元)]a∈σ∩X ∈ P�(σ∩X)−1
C

となる. 従ってこの部分を O(σ)で表わすと

O(σ) = {[ua]a∈σ∩X , u ∈ (C∗)g} ∼= (C∗)dim σ.

定理 8.8 X0 をK-PSQAS とする.

(1) O(σ) = (C∗)dim σ.

(2) X0は O(σ) (σ ∈ DelB) の合併集合である.

(3) σ, τ ∈ DelB に対して, σ ⊂ τ ⇐⇒ O(σ) ⊂ O(τ ).
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9 高次元のモジュライのコンパクト化

定理 7.3は次のように一般化される. 以下, 用語の説明はしないで述べる.

定理 9.1 K は非退化な交代形式を持つ有限Abel群で, 最小の単因子が 3以上と仮定する. (Z,L)を
Abel多様体に変形可能な代数多様体とし, その Heisenberg群がK に付随する Heisenberg群 G(K)
であるとする. このときつぎの３条件は同値.

(1) (Z,L)の次数の大きい Hilbert 点全てが Kempf-stable.

(2) (Z,L)は G(K)の作用で不変.

(3) (Z,L)は (24)のように特別な 1-パラメーター族の中心ファイバー.

定理 9.1の (3)は (Z,L) のスキームとしての構造を完全に記述するもので, stableな曲線のmoduli-
stabilityに相当する. 定理 9.1 は定理 5.4の Abel多様体版である. 標語的には, 定理 9.1は次のよう
に述べることもできる:

Kempf-stable ⇔ 群 G(K) の作用で stable ⇔ moduli-stable.

定理 9.2 K は非退化な交代形式を持つ有限 Abel群で, 最小の単因子が 3以上と仮定する. N をK

の最大の単因子とする. そのとき, Z[ζN , 1/N ]上射影的なスキーム SQg,K およびその開部分スキー

ム Ag,K が存在して, 標数が N と素な任意の代数閉体 kに対して

SQg,K(k) =


(Z,L);

(Z,L) は Kempf-stableで
Abel多様体に変形可能な k-スキーム上の
レベル G(K)-構造


 /同型

=


(Z,L);

(Z,L)は G(K)-不変で
Abel多様体に変形可能な k-スキーム上の
レベル G(K)-構造




=


(Z,L);

(Z,L)は G(K)-不変で
特別な 1-パラメーター族の中心ファイバー上の
レベル G(K)-構造


 ,

Ag,K (k) =

{
(Z,L);

(Z,L)は k上の Abel多様体上の
レベル G(K)-構造

}
/同型

=


(Z,L);

(Z,L)は G(K)-不変な
k上の Abel多様体上の
レベル G(K)-構造




となる.

g = 1でK = (Z/3Z)2 のとき, G(K)および SQ1,K をそれぞれ G(3), SQ1,3 で表わす.
定理 9.2は定理 7.3の高次元化であり, SQg,K が Kempf-stable な退化 Abel 多様体上のレベル

G(K)-構造の fine moduli であること, そしてそれが Ag,K のコンパクト化であることを, 分かりやす
く述べたつもりである. SQg,K(k) の元 (Z,L) を k 上の K-PSQAS と呼ぶ. 定理 9.2を, 同じ記号
のもとでより正確に述べると
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定理 9.3 Z[ζN , 1/N ]上の被約スキーム上のレベルG(K)-構造をもつK-PSQASの函手は, Z[ζN , 1/N ]
上の射影的スキーム SQg,K によって表現可能である.

9.4 最近の話題

最近筆者によって SQg,K と同様ではあるが一般には異なる Ag,K の新しいコンパクト化が得られ

た. SQg,K の理論の中に現れるK-PSQASには, 構造層がべき零元をもつものがあるが, 新しいコン
パクト化では, 退化Abel多様体として構造層がべき零元をもたないもののみを取る. 4次元まででは
両者は一致するが, 5次元以上では新しいコンパクト化は SQg,K とは異なる. [Alexeev99]にも似た
試みがあるが, コンパクト化の次元が dim Ag,K +

√|K| − 1に等しい. 彼の退化 Abel多様体の構造
層はべき零元をもたない. モジュライの境界上の特異点を持つ退化 Abel多様体はわれわれのものと
比較するとずっと多い.
古典的なレベル構造と定理 9.2 のレベル構造は代数的閉体上では一致するが, 一般には異なる概念

である. [NT2001]の中で g = 1の場合に, 両者の楕円曲線の普遍族を比較して差が明らかにされた.
g = 1の場合にはモジュライ空間は同型であるが、「楕円曲線の普遍族は奇数レベルのとき一致し, 偶
数レベルのとき異なる」というのが結論である.

9.5 結晶と Voronoi 分割

図は省略したが, 3次元では Delaunay 分割は 5種類, したがって, Voronoi 分割も 5つのタイプに
分かれる. Delaunay 分割 DelB も Voronoi 分割 VorB もともに格子による平行移動で不変な分割で

あるが, 正定値 (3, 3) 行列 B が連続的に変化するとき, DelB は離散的に変化するのに対し, VorB は

連続的に変化する. また, 格子による平行移動を法とすれば, DelB が 一般に複数の 3 次元 cell を持
つのに対し, VorB はただひとつの 3 次元 cell を持つ. すなわち, 3 次元 Voronoi cell は (同じ B に

対しては)すべて同じ形である.
この 3 次元 Voronoi cell は何故か, すべて自然界に存在する鉱物の結晶の形をしている. 鉱物とは

食塩, 硫黄, ざくろ石, 方解石, 閃亜鉛鉱である. Voronoi分割の一般の定義にはまだ自由度があるの
で, かなりの鉱物の結晶がある 3 次元 Voronoi cell と同じ形になるものと予想される. 結晶の形に
Voronoi 分割が出てくるのはいかにも自然に思われるのだが, 今のところその理論的 (たとえば統計
物理学的)な説明は知られていない. 微分方程式による結晶成長の研究もあるが, 筆者の理解する限
り, いずれの研究でも結晶の形が鉱物の種類に依存する理由は明らかでない.

9.6 終わりに

「定理 9.2のような形の定理が成立するだろう. 」そう思ったのはもう 25年も前になります. そも
そも筆者が Abel 多様体のモジュライ空間の問題を考えるようになったのは, 上野健爾氏の未発表の
計算例を浪川幸彦氏より見せて頂いたことにあります. それは興奮せずにはいられない, まことに興
味深いものでした. その時からもう既に 27年が経過しました. 当時を懐かしく想い出す一方で、最
後になりましたが 27年前この仕事のきっかけを作って下さった上野, 浪川の両氏にここで改めてお
礼を申し上げます. そのほか, 定理 9.4に至るまでには, 実に多くの方々に助けていただきました. こ
の原稿のレフェリーの方にも多くの貴重な助言をいただきました. あわせてお礼申し上げます.
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