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この原稿は新井仁之氏のホームページに

あるものを借用して作成しました．

新井仁之，新井しのぶ

両氏にお礼を申し上げます．
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1 ディンキン図形とADE

ディンキン図形 ADE に関連して次が現れる：

(0)ディンキン図形 ADE

(1) SL(2, C) の有限部分群, R3の正多面体群

(2) 2次元超曲面の単純特異点, 変形で安定な臨界点

(3)単純リイ環 ADE, II1 型因子環など“単純な”結合代数

(4) SL(2, Z)-不変な共形場理論の分配関数

(5)有限単純群フィッシャーF24, ベビーモンスターB, モンス

ターMに関するMcKayの観察（E6, E7, E8 が対応）
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(4) SL(2, Z)-不変な共形場理論の分配関数

だいたいの定義： Z = Tr qL0+L̄0 ただし q = e2π
√−1τ

仮定

1.真空はひとつ(最低エネルギー状態はひとつ)

2. χkはA
(1)
1 -指標, 物理系の素粒子（作用素)に対応

3.分配関数 Z はA
(1)
1 -指標の積χχ′の和

4. Z はSL(2, Z)-不変，つまり，τ �→ −τ−1 によって不変

(パラメーター τ ∈ H : 上半空間) )

分類結果 : つぎの表のχの指数がADEのCoxeter数と同じ
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分類結果

Cappelli, Itzykson-Zuber, 加藤晃史

,

Type k + 2 分配関数 Z(q, θ, q̄, θ̄)

An n + 1
∑n

λ=1 |χλ|2

D2r 4r − 2
∑r−1

λ=1 |χ2λ−1 + χ4r+1−2λ|2 + 2|χ2r−1|2

D2r+1 4r
∑2r

λ=1 |χ2λ−1|2 +
∑r−1

λ=1(χ2λχ̄4r−2λ + χ̄2λχ4r−2λ) + |χ2r|2

E6 12 |χ1 + χ7|2 + |χ4 + χ8|2 + |χ5 + χ11|2

E7 18 |χ1 + χ17|2 + |χ5 + χ13|2 + |χ7 + χ11|2 + |χ9|2

+(χ3 + χ15)χ̄9 + χ9(χ̄3 + χ̄15)

E8 30 |χ1 + χ11 + χ19 + χ29|2 + |χ7 + χ13 + χ17 + χ23|2
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Type 分配関数 ZとCoxeter指数

E6 |χ1 + χ7|2 + |χ4 + χ8|2 + |χ5 + χ11|2

1, 4, 5, 7, 8, 11

E7 |χ1 + χ17|2 + |χ5 + χ13|2 + |χ7 + χ11|2 + |χ9|2

+(χ3 + χ15)χ̄9 + χ9(χ̄3 + χ̄15)

1, 5, 7, 9, 11, 13, 17

E8 |χ1 + χ11 + χ19 + χ29|2 + |χ7 + χ13 + χ17 + χ23|2

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29
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(5)　McKayの3個目のobservation

単純群モンスターMの位数2の元の共役類は2つ. 片方の共役類

(Fisher involution)に着目，元a, bをとる.

1.積abの位数は1, 2, 3, 4, 5, 6のどれか.

2.さらにFisher involutionをいろいろ動かしたとき, 積abの

Mにおける共役類は合計9個

3.積abの位数 : 拡大E8の重複度の分布と同じ

Ẽ8 � � �

�

� � � � �
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今日の話

McKay対応 (1) =⇒ (0)

McKay対応の説明 (伊藤-中村) (1) =⇒ (0) + (2)

群軌道のヒルベルトスキーム G-Hilb(C2), G ⊂ SL(2)

復習：

(0)ディンキン図形 ADE

(1) SL(2, C) の有限部分群

(2) 2次元超曲面の単純特異点（の特異点解消)

(3)単純リイ環 ADE
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以前から知られていた自明なこと

1.有限群から特異点　:　(1) =⇒ (2)（やさしい)

2.特異点からディンキン図形 ： (2) =⇒ (0)

復習：

(0)ディンキン図形 ADE

(1) SL(2, C) の有限部分群

(2) 2次元超曲面の単純特異点（の特異点解消)

(3)単純リイ環 ADE
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以前から知られていたが，自明でないこと

1.リイ環から特異点 ：(3) =⇒ (2)

Grothendieck, Brieskorn, Slodowy

2.有限群からディンキン図形：(1) =⇒ (0)　(McKay対応)

3. McKay対応の説明：(1) + (2) =⇒ (0) + (2)

ベクトル束とチャーン類(Gonzalez-Sprinberg, Verdier)

今日の話 McKay対応の説明(伊藤-中村) (1) =⇒ (0) + (2)

群軌道のヒルベルトスキーム G-Hilb(C2), G ⊂ SL(2)
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もっと最近の進展

話題(4) : 河東など　(Ann. Math. )

話題(5) : Conway, 宮本雅彦，Lam-山田-山内

最近のニュース

John McKayが2003年のCRM-Fields-PIMS

(Canada数学会のもっとも権威ある賞）を受賞．

受賞理由：重要な二つの貢献，McKay対応と

Monsterに関するMcKay observation．
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McKay の手紙

•「ムーンシャインに関する発見は1978年11月の最初の週だ

った. そのころFischer一家がモントリオールの私を訪ね

てきたので, 当時Fischerとともにプリンストンに滞在中の

Thompsonあてに(それについて書いた)手紙を託した. 私

はまだモンスターの指標表を見てはいなかった.」

•周囲の反応：You are reading tea leaves.

•「マッカイ対応の発見は78年末だったと思う.」

• (5)の発見は「たぶん1979年2月だ.」
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最初の発見のあとMcKayはFischerらの計算したモンスターの

指標表を見る. モンスターは1979年から1980年にかけてGriess

によって構成された.

年表

1978.11 ムーンシャイン

—- モンスターの指標表

(Fisher-Thompson)

1978.12 マッカイ対応

1979.02 (5)の発見

—- モンスターの構成(Griess)
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3次元McKay対応-その後の進展

G ⊂ SL(3)，G-Hilb(C3)に限ると，

1. Smoothness—G 可換 : 中村

2. Smoothnessと3次元McKay対応 (G 可換 : 伊藤-中島，

G 一般：Bridgeland-King-Reid)　

3. G-Hilbの構造—G 可換 : 中村，Craw-Reid

4. G-Hilb(C3)の仲間Mθの構造—G 可換 ：Craw-石井亮

5. G-Hilbの構造など—G 非可換 ：五味-中村-筱田
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今日の話

McKay対応 (1) =⇒ (0)

McKay対応の説明 (伊藤-中村) (1) =⇒ (0) + (2)

群軌道のヒルベルトスキーム G-Hilb(C2), G ⊂ SL(2)

復習：

(0)ディンキン図形 ADE

(1) SL(2, C) の有限部分群

(2) 2次元超曲面の単純特異点（の特異点解消)
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2 復習　:　マッカイ対応とは何か？

例 1

Gは2変数2面体群G(D5), 位数 12

Gは二つの元σ, τで生成される：

σ =


 ζ6 0

0 ζ−1
6


 及び τ =


 0 1

−1 0



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表現 指標 e −e σ σ2 τ τ3

ρ0 χ0 1 1 1 1 1 1

ρ1 χ1 1 1 1 1 −1 −1

ρ2 χ2 2 −2 1 −1 0 0

ρ3 χ3 2 2 −1 −1 0 0

ρ4 χ4 1 −1 −1 1 i −i

ρ5 χ5 1 −1 −1 1 −i i
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ρnat : G ⊂ SL(2, C)とする．

このとき，表現 ρi のテンソル積に関する関係：

ρ2 ⊗ ρnat = ρ0 + ρ1 + ρ3, ρ0 ⊗ ρnat = ρ1 ⊗ ρnat = ρ2,

ρ3 ⊗ ρnat = ρ2 + ρ4 + ρ5, ρ4 ⊗ ρnat = ρ3,

ρ5 ⊗ ρnat = ρ3. これをグラフで表す

D̃5

�

�

�
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�
�

�

� ��
�

�
�

�
�

� �ρ1

ρ0 ρ2 ρ3
ρ4

ρ5

規則　:　ρiとρjを結ぶ ⇐⇒ ρi ⊗ ρnat = ρj + · · ·
ρ0 (自明な表現)を除くと，普通のディンキン図形
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例 2 (続き)

Gは2変数2面体群G(D5), 位数 12

Gは二つの元σ, τで生成される：

σ =


 ζ6 0

0 ζ−1
6


 及び τ =


 0 1

−1 0




商空間C2/Gはただひとつ特異点をもつ

G(D5)の不変式とその関係式は

F = x6 + y6, G = x2y2, H = xy(x6 − y6)

G4 − GF 2 + H2 = 0
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G(D5)の不変式とその関係式は

G4 − GF 2 + H2 = 0

普通の D5 の式は X4 + XY 2 + Z2 = 0

ただひとつ特異点(F, G, H) = (0, 0, 0) をもつ

この超曲面の特異点 (0, 0, 0) の例外集合.

�

� � �

C1

C2
C3

C4 C5

=⇒ � � ��
�

�
�

�
�

� �

C1 C2
C3 C4

C5

D5

Ciは射影直線, 射影直線同士が１点で交差
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この超曲面の特異点 (0, 0, 0) の例外集合.

�
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C1

C2
C3

C4 C5

=⇒ � � ��
�

�
�

�
�

� �

C1 C2
C3 C4

C5

D5

Ciは射影直線

２つの線分の交わり : 射影直線が１点で交差

この図形の双対図形は, ディンキン図形 D5

双対図形の規則　:　Ciは黒丸、Ciの交差=黒丸を結ぶ線分

結論　：　二つのディンキン図形は一致する

(マッカイ対応)
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マッカイ対応の主張すること：

C2/Gの特異点解消とGの表現論には関係がある
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例 3 (続き)

Gは2変数2面体群G(D5), 位数 12

Gは二つの元σ, τで生成される：

σ =


 ζ6 0

0 ζ−1
6


 及び τ =


 0 1

−1 0




商空間C2/Gはただひとつ特異点をもつ

G(D5)の不変式とその関係式は

F = x6 + y6, G = x2y2, H = xy(x6 − y6)

G4 − GF 2 + H2 = 0



25

G(D5)の不変式とその関係式は

G4 − GF 2 + H2 = 0

普通の D5 の式は X4 + XY 2 + Z2 = 0

ただひとつ特異点(F, G, H) = (0, 0, 0) をもつ

特異点を解消するとき，H/G =
(x6−y6)

xy などの商をとる．

この分母分子はもはや不変式ではない

しかし，xy, x6 − y6はGの同じ表現を定める．

だから，特異点解消とGの表現論には関係がある
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3 アイディア：単純特異点の新しい特異点解消

C2/Gをあえてモジュライ空間とみなす

C2/G = {12点からなるG -不変な集合}
: 幾何学的な『G -軌道』のモジュライ

その特異点解消 : (環論的な『G -軌道』のモジュライ)

G - Hilb(C2) := {長さ12のOC2 - G -加群}

加群 M ∈ G - Hilb(C2) に対して

0 → I → OC2 → M → 0 (完全)

イデアルIの生成G-加群は，ほぼG-既約．

Iの生成元の例 ：F = xy − t(x6 − y6)
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4 n点のヒルベルトスキーム

空間Xのn点のヒルベルトスキーム

空間Xのn点：順序を無視したn個の点のこと.重複も許す.

n点Zとは形式和 (ただしn = n1 + · · · + nr)

Z = n1P1 + n2P2 + · · · + nrPr (Pi 
= Pj)

例 4 空間X = Cの場合，Pi : x = αiとすると，

ZのイデアルIZ = fZ · C[x]⇐⇒ Zは関数fZ(x)の零点集合.

fZ(x) = (x − α1)
n1(x − α2)

n2 · · · (x − αr)
nr

= xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · · + an−1x + an
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Zがn点
同値⇐⇒ イデアルIZがC[x]の中で余次元n.

たとえば, Z=原点のn倍とすればfZ = xn.

空間X = Cの場合

Hilbn(C) = {Xのn点全体}
= {xのn次式全体, xnの係数1}

=


xn +

n−1∑
j=0

ajx
j; aj ∈ C


 = Cn
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例 5 空間XがC2の場合

Z = n1P1 + · · · + nrPr, (形式和), Pi 
= Pj

形式和，つまり

Z ∈ X × · · · ×︸ ︷︷ ︸
n

X/(順序を無視) = X(n)

X(n) = X × · · · ×︸ ︷︷ ︸
n

X/Sn

となる. X(n)は特異点をたくさん持つ.

警告：このX(n)はHilbn(C2)とは異なる．
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つぎに，X[n] =Hilbn(C2).

X[n] =




I ⊂ C[x, y]; Iはイデアル

C[x, y]での余次元がn




=




I ⊂ C[x, y]; Iは部分ベクトル空間で

xI ⊂ I, yI ⊂ I,

dim C[x, y]/I = n




定理 1 (Fogarty 1968) X = C2とする.

このときX[n]はX(n)の特異点解消となる.
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写像π : X[n] → X(n)は点P1, · · · , PrをZの台としたとき，

π : Z �→ n1P1 + · · · + nrPr

として定義される. ただしni = ZのPiでの重複度（この定義

は省略）.
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定理 2 (Fogarty 1968)(再述)

自然な射 X[N ] = HilbN(C2) → X(N) は(最小)特異点解消．

　

G ⊂ SL(2), N = |G|のとき，
Gの固定点集合の間の写像ができる：

πG-不変 : (X[N ])G-不変 → (X(N))G-不変

Fogartyの定理によって (X[N ])G-不変も特異点がない.

上の定理のG-不変部分=つぎの定理



33

5 G-軌道のヒルベルト・スキーム

補題 3 (X(N))G-不変 = C2/G.

定義 4 G - Hilb(C2) := (X[N ])G-不変

G - Hilb(C2)を「G-軌道のヒルベルト・スキーム」という.

I ∈ G - Hilb(C2) ならば C[x, y]/I = C[G]：正則表現

定理 5 (伊藤-中村 1999)

G - Hilb(C2) は(表現論的な) C2/Gの最小特異点解消.
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定理 6 (伊藤-中村 1999)

G - Hilb(C2) は(表現論的な) C2/Gの最小特異点解消.

この定理はマッカイ対応の新しい説明を与える

「ディンキン図形(の頂点)」

� (1対1対応)

「例外集合の既約成分」

(1対1対応) � (マッカイ対応)

「Gの既約表現(
= 単位表現)の同値類」

ディンキン図形が計算の仕方を教えてくれる．
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An � � � . . . � � (n vertices)
1 1 1 1 1

Dn � � � . . . ��
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��
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1 2 2 2 1

1

D5 � � ��
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��

1 2 2 1

1

E6 � � �

�

� �

1 2

2

3 2 1
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2 3

2

4 3 2 1

E8 � � �
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� � � �

2 4

3

6 5 4 3 2
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6 例外集合 — D5の場合

G - Hilb(C2)とC2/Gは原点の上以外では同型.

例外集合 : これは原点の上のみ：

E = {I ∈ G - Hilb(X); I ⊂ m}

ただし，m = (x, y)C[x, y]とする.

I ∈ Eに対して，

V (I) = I/(mI + n)

とする. これはイデアルIの不変式以外の生成元を表す. ただし，

n = (F, G, H)C[x, y]. V (I)はG-加群，つまり，ひとつのG

の表現．
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例外集合Eの既約成分E1

V2(ρ1) = {xy}, V6(ρ1) = {x6 − y6}
I1(s) = {xy + s(x6 − y6)} + n

I1(s)はC[x, y]のイデアル,

xy + s(x6 − y6) 及び n = (F, G, H)で生成される.

dim C[x, y]/I1(s) = 12,

I1(s) ∈ G - Hilb(C2) (∀s ∈ C)



45

s → ∞の極限:

E � Iならば I ⊃ n = (F, G, H)

C[x, y]/n � C[x, y]/I（全射）

∴ E ⊂ Grassmann(C[x, y]/n,余次元11）

グラスマン多様体はコンパクトなので無限点列 I1(s) (s ∈ C)

は収束する. そこで定義：

I1(∞)/n = lims→∞ I1(s)/n

I1(∞)の計算 =⇒ マッカイ対応
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I1(s) = {xy + s(x6 − y6)} + n (s 
= 0)

I1(s) = {1
sxy + (x6 − y6)} + n (s 
= 0)

s = ∞，そこで 1
s = 0を代入してみる．

もしも I1(∞) = {x6 − y6} + n だとすると

I1(∞) /∈ X[12]となってしまう.

正しい答 : I1(∞) = {x6 − y6} + {x2y, xy2} + n

いつも n を含んでいるので，s 
= 0 のとき

x2y, xy2 ∈ I1(s) となる．

V3(ρ2) = {x2y, xy2} = {x, y} · {xy} = ρnat · V2(ρ1)

マッカイ：ρ2 = ρnat ⊗ ρ1 を想い出させる．
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Eの部分集合を

E1 : = {I ∈ E; G -加群V (I)が表現ρ1を含む}
= {I ∈ G - Hilb; m ⊂ I, ρ1 ⊂ V (I)}

E2 := {I ∈ E; V (I) ⊃ ρ2}

と定義する.

このとき

E1 = {I1(s); s ∈ C} ∪ I1(∞) � P1
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V3(ρ2) = {x2y, xy2}, V5(ρ1) = {−y5, x5}
同様にt 
= 0に対して

I2(t) = (x2y − ty5, xy2 + tx5) + n

と定めれば，V (I2(t)) � ρ2. このとき，

E2 = {I ∈ E; V (I) ⊃ ρ2} � P1

t → 0を考える． I1(∞)　と同じ理由で，

I2(0) = (x2y, xy2) + n とはならない
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t → 0のとき，正しい答え：

I2(t) = (x2y − ty5, xy2 + tx5) + n,

I2(0) = (x2y, xy2) + (x6 − y6) + n = I1(∞)

V6(ρ1) = {x6 − y6}
= {x, y} · {−y5, x5} mod n

= ρnat · V5(ρ2) mod n + (x2y, xy2)

マッカイ：ρ1 + · · · = ρnat ⊗ ρ2 を想い出させる．

D̃5

�

�

�
��

�
�

�

� ��
�

�
�

�
�

� �ρ1

ρ0 ρ2 ρ3
ρ4

ρ5
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I1(s) = {(1/s)(xy) + (x6 − y6) + n

I1(∞) = (x2y, xy2) + (x6 − y6) + n

V3(ρ2) = {x2y, xy2} = {x, y} · {xy} = ρnat · V2(ρ1)

マッカイ：ρ2 = ρnat ⊗ ρ1 を想い出させる．

I2(t) = (x2y + t(−y5), xy2 + tx5) + n

I2(0) = (x2y, xy2) + (x6 − y6) + n

V6(ρ1)≡ {x6 − y6} ≡ {x, y} · {−y5, x5}
≡ ρnat · V5(ρ2) mod n + (x2y, xy2)

マッカイ：ρ1 + · · · = ρnat ⊗ ρ2 を想い出させる．

(1/s) = 0　または t = 0　とすると，赤の部分が緑に変化
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E(ρ1) E(ρ2)

I1(s) (s ∈ C) I2(t) (t ∈ C∗)
I1(∞)

I2(0)

E(ρ1) ∩ E(ρ2)

V (I1(s)) � ρ1, V (I2(t)) � ρ2,

V (I1(∞)) = V (I2(0)) � ρ1 ⊕ ρ2

s ∈ C, t ∈ C (s 
= 0)

ただし V (I) = I/(mI + n)：Iの生成元
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D̃5
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� �ρ1

ρ0 ρ2 ρ3
ρ4

ρ5

ρ2 ⊗ ρnat = ρ0 + ρ1 + ρ3

ρ1 ⊗ ρnat = ρ2

ディンキン図形はどのように出てくるか
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m Vm(ρ) 表現の同値類

1 {x, y} ρ2

2 {xy} ⊕ {x2, y2} ρ1 + ρ3

3 {x2y, −xy2} ⊕ {x3 ± iy3} ρ2 + ρ+
4 + ρ−

5

4 {y4, x4} ⊕ {x3y, −xy3} ρ⊕2
3

5 {y5, −x5} ⊕ {xy(x3 ± (−iy3))} ρ2 + ρ+
4 + ρ−

5

6 {x6 − y6} ⊕ {x5y, −xy5} ρ1 + ρ3

7 {xy6, x6y} ρ2

余不変式環 C[x, y]/n = C[x, y]/(F, G, H) の分解

I ∈ G - Hilb(C2) ならば C[x, y]/I = C[G]：正則表現
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次数 1 2 3 4

表現 ρ2 ρ1 + ρ3 ρ2 + ρ4 + ρ5 ρ⊕2
3

次数 7 6 5

表現 ρ2 ρ1 + ρ3 ρ2 + ρ4 + ρ5

赤い部分のQuiver構造がディンキン図形を定める

V1 = {x, } とする．V1 · V2(ρ1) = V3(ρ2),

V1 · V3(ρ2) ⊂ V4(ρ3), V1 · V3(ρ4) ⊂ V4(ρ3),

V1 · V3(ρ5) ⊂ V4(ρ3),

V1 · V4(ρ3) ≡ V5(ρ2) ⊕ V5(ρ4) ⊕ V5(ρ5),

V1 · V5(ρ2) ≡ V6(ρ1), V1 · V5(ρ4) ≡ 0, V1 · V5(ρ5) ≡ 0
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次数 1 2 3 4

表現 ρ2 ρ1 + ρ3 ρ2 + ρ4 + ρ5 ρ⊕2
3

次数 7 6 5

表現 ρ2 ρ1 + ρ3 ρ2 + ρ4 + ρ5

赤い部分のQuiver構造がディンキン図形を定める

次数3: V1 · ρ1 = ρ2, ただし， V1 = {x, y}
次数4: V1 · ρ2 = ρ3, V1 · ρ4 = ρ3, V1 · ρ5 = ρ3

次数5: V1 · ρ⊕2
3 ≡ ρ2 ⊕ ρ4 ⊕ ρ5

次数6: V1 · ρ2 ≡ ρ1, V1 · ρ4 ≡ 0, V1 · ρ5 ≡ 0

C[x, y]/I = C[G]：正則表現だから，緑の部分はIに含まれる
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V2(ρ1)
⊕

V6(ρ1)

V3(ρ2)
⊕

V5(ρ2)
V4(ρ3)

V3(ρ4)
⊕

V5(ρ4)

V3(ρ5)
⊕

V5(ρ5)
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D5 のQuiver構造
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V2(ρ1)
⊕

V6(ρ1)

V3(ρ2)
⊕

V5(ρ2)
V4(ρ3)

V3(ρ4)
⊕

V5(ρ4)

V3(ρ5)
⊕

V5(ρ5)
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ディンキン図形　D5
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V2(ρ1)
⊕

V6(ρ1)

V3(ρ2)
⊕

V5(ρ2)
V4(ρ3)

V3(ρ4)
⊕

V5(ρ4)

V3(ρ5)
⊕

V5(ρ5)

�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
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��

次数の低い表現から計算
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7 例外集合 — E6の場合

　
G(E6) ⊂ SL(2, C) (Binary Tetrahedral Group)

G(E6) = 〈σ, τ, µ〉 位数　24

σ =


i, 0

0, −i


 , τ =


 0, 1

−1, 0


 , µ =

1√
2


ε7, ε7

ε5, ε


 ,

where ε = e2πi/8.

G(D4) := 〈σ, τ 〉, normal in G(E6)

1 → G(D4) → G(E6) → Z/3Z → 1.

C2/G(D4)
3:1−→ C2/G(E6)
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E6の既約表現（既約指標)　

1 −1 τ µ µ2 µ4 µ5

(�) 1 1 6 4 4 4 4

ρ0 1 1 1 1 1 1 1

ρ2 2 −2 0 1 −1 −1 1

ρ3 3 3 −1 0 0 0 0

ρ′
2 2 −2 0 ω2 −ω −ω2 ω

ρ′
1 1 1 1 ω2 ω ω2 ω

ρ′′
2 2 −2 0 ω −ω2 −ω ω2

ρ′′
1 1 1 1 ω ω2 ω ω2
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E6の余不変式環　

m V̄m

1 ρ2

2 ρ3

3 ρ′
2 + ρ′′

2

4 ρ′
1 + ρ′′

1 + ρ3

5 ρ2 + ρ′
2 + ρ′′

2

6 2ρ3

7 ρ2 + ρ′
2 + ρ′′

2

8 ρ′
1 + ρ′′

1 + ρ3

9 ρ′
2 + ρ′′

2

10 ρ3

11 ρ2
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V4(ρ
′
1)⊕

V8(ρ
′
1)

V5(ρ
′
2)⊕

V7(ρ
′
2)

V6(ρ3)
V5(ρ

′′
2)

⊕
V7(ρ

′′
2)

V4(ρ
′′
1)

⊕
V8(ρ

′′
1)

V5(ρ2)
⊕

V7(ρ2)

ディンキン図形　E6
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V4(ρ
′
1)⊕

V8(ρ
′
1)

V5(ρ
′
2)⊕

V7(ρ
′
2)

V6(ρ3)
V5(ρ

′′
2)

⊕
V7(ρ

′′
2)

V4(ρ
′′
1)

⊕
V8(ρ

′′
1)

V5(ρ2)
⊕

V7(ρ2)

ディンキン図形　E6



64

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



65

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



66

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



67

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



68

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



69

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



70

An � � � . . . � �

Dn � � � . . . ��
�

�

�
��

D5 � � ��
�

�

�
��

E6 � � �

�

� �

E7 � � �

�

� � �

E8 � � �

�

� � � �



71

8 まとめ

　

I ∈ G - Hilb(C2)の計算は余不変式環の中ですればよい．

不変式は，余不変式環の中でゼロとなる．

• 余不変式環を見る⇔ ディンキン図形の中の単位表現を無視

余不変式環の中で，いつもI ∈ E ⊂ G - Hilb(C2)に含まれる

部分（緑の部分）がある

• 残りの部分（赤の部分）がディンキン図形に関係
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例外集合Eに属するIはnを含むので

V (I) := I/(mI + n)

と定義. V (I)は既約，または二つの既約表現の直和

Gの既約表現 ρ, ρ′に対し，Eの部分集合を定義:

E(ρ) := {I ∈ E; V (I) ⊃ ρ}
P (ρ, ρ′) := {I ∈ E; V (I) ⊃ ρ ⊕ ρ′}
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定理 7 (伊藤-中村1999)

GをSL(2, C)の有限部分群とする. そのとき

(1) G-Hilb(C2)はC2/Gの最小特異点解消.

(2) Gの任意の単位表現と異なる既約表現ρに対して

E(ρ) はP1, 対応ρ �→ E(ρ)はマッカイ対応，

(3) ρnatとのテンソル積の既約表現への分解規則は

余不変式環のQuiver構造として現れ，

E(ρ)の間の交点P (ρ, ρ′)を生み出す.



74

終わり


