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1. 調和関数

ユークリッド空間 Rn (n ≥ 2)の領域 D上で 2回微分可能な関数 uが

Laplace方程式

∆u =
( ∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂
2

∂x2
n

)
u = 0

を満たすとき，uを D上の調和関数という．

I 微分可能性不要，超関数の意味

I 無限回微分可能，実解析的

I 様々な美しい性質

I 微分を用いずに調和関数を特徴付け（平均値原理）

I ネットワークなどの離散空間上で調和関数
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I B(x, r)：中心が x，半径 rの開球．

I S(x, r)：中心が x，半径 rの球面．

I 一般に曲面上の面積要素を dσ．

定理 1.1¶ ³
uが領域 Dで調和であることは次の 2条件と同値である．

(i) uは Dで連続である．
(ii) 平均値原理が成立する．すなわち，任意の x ∈ Dと 0 <

r < dist (x, ∂D)に対して

u(x) =
1

σ(S(x, r))

∫
S(x,r)

u(y)dσ(y).

µ ´
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定義 1.2 (優調和関数)¶ ³
平均値原理の等式を不等式

u(x) ≥ 1
σ(S(x, r))

∫
S(x,r)

u(y)dσ(y).

に取り替え，連続性を下半連続性に取り替えれば優調和関数を得
る．逆向きの不等式と上半連続性を用いれば劣調和関数を得る．µ ´
注意 1.3¶ ³
超関数の意味で ∆u ≤ 0のとき，uの下半連続化は優調和関数となり，
∆u ≥ 0のとき，uの上半連続化は劣調和関数となる．優調和関数や劣
調和関数は調和関数に比べて融通が利き，Dirichlet問題の Perron解法
に欠かせない．µ ´
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様々な発展：
I 方程式の一般化

I 空間の一般化

I De Giorgi-Nash-Moserの理論

本講演：
I ユークリッド空間内の領域上の調和関数

I 初等的

I 複雑な境界挙動

I 領域が一般になると未解明な問題が数多い．

I 「境界へのアプローチ」による新たなフロンティア

調和関数は正 =⇒ 豊かな議論の展開
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2. Martin 境界

まったく一般の領域に対してその上のすべての正調和関数全体をと

らえよう．これはMartin境界という理想境界によって完成される．

そのためにGreen関数G(x, y)を導入する．ϕyを yを極にもつ基本調

和関数：

ϕy(x) =

log
1
|x− y| (n = 2),

|x− y|2−n (n ≥ 3)

とする．
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定義 2.1 (Green 1828 [19])¶ ³
G(x, y)がDのGreen関数とは x ∈ Dと y ∈ Dの関数であって，任
意の y ∈ Dを固定したとき，次の条件をみたす時をいう．

(i) G(·, y)は D \ {y}で調和．
(ii) G(·, y) − ϕy(x)は D上調和に拡張される．
(iii) ∂D上 G(·, y) = 0．µ ´

領域 Dが滑らかならば，D上の調和関数で Dの閉包まで連続なもの

はGreen関数の法線微分を用いた Poisson積分で表される．
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定義 2.2 (Poisson 1823 [29])¶ ³
Dを滑らかな有界領域とする．Gを DのGreen関数とし，x ∈ D

と y ∈ ∂Dに対し P(x, y) = − 1
en

∂

∂ny
G(x, y) とおき，Dの Poisson

核という．ただし，e2 = 2πで，n ≥ 3のとき en = (n− 2)σnであ
る．ここに，σnは単位球面の表面積である．さらに境界上の関
数 f に対し

P[ f ](x) =
∫
∂D

P(x, y) f (y)dσ(y)

を Poisson積分という．µ ´

I Contents – 10 –



定理 2.3¶ ³
Dを滑らかな有界領域，hをD上の調和関数でDまで連続なもの
とすると

h(x) = P[h](x) =
∫
∂D

P(x, y)h(y)dσ(y) (x ∈ D).

µ ´
I hが正調和ならば ∂D上の測度 µhが一意的に存在して h = P[µh].

I Green関数の具体的表現なくても Poisson積分表示とその評価．

I 正の調和関数境界のほとんどすべての点で非接境界値を持つ（Fa-

tou 1906 [15]）．

しかし，複雑な領域に対してはそう簡単ではない．
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Poisson積分は存在しない．
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I 角のあるような Lipschitz領域では法線方向が決まらない点が出て

くるから，法線微分をどう考えるか問題．

I フラクタル領域では境界が n− 1次元でなくなってしまうから，面

積分をどう理解するかも問題．

Martin (1941) [28]は「Green関数が存在する」という条件だけをみ

たす全く一般の領域における積分表示を考え，Martin境界と呼ばれ

る理想境界を導入した.

I 一般領域 Dを内側から相対コンパクト開集合 D jの増加列で近似.

D j ↑ D.

I 掃散 u = R̂
D j

h を考える．

すなわち，D j上では uを hとし，D \ D jでは uをDirichlet問題
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∆u(x) = 0 (x ∈ D \ D j),

u(x) = h(x) (x ∈ ∂D j),

u(x) = 0 (x ∈ ∂D)

u = h

u = 0

I uは D全体で優調和．

I uは D \ ∂D jで調和．

I 境界 ∂Dで u = 0．

I ∂D j上の測度 ν jがあって，u = Gν j D上のGreenポテンシャル．

x0 ∈ Dを固定．D j上では R̂
D j

h = hであるから，積分表示:

h(x) =
∫

G(x, y)dν j(y) =
∫

G(x, y)
G(x0, y)

G(x0, y)dν j(y) x ∈ D j .
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I 測度 dµ j(y) = G(x0, y)dν j(y)．

I x = x0とすれば
∥∥∥µ j

∥∥∥ = h(x0) (一定値）．

I dµ jの部分列はw∗-収束．その極限を µhとすれば，

積分表示：h(x) =
∫

G(x, y)
G(x0, y)

dµh(y) (x ∈ D)

I しかし，これでは不十分．

I Green関数の比G(x, ·)/G(x0, ·)が境界まで連続に延びているか？
I 逆に

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
G(x, ·)/G(x0, ·)が連続に拡張できるような最小の理想境界∆と

拡張 K(x, ·)を考える．

積分表示：h(x) =
∫
∆

K(x, y)dµh(y).
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I ∆をMartin境界，K(x, y)をMartin核.

I K(·, y)は D上の正調和関数で K(x0, y) = 1.

I Martin核を境界点とみなす．

I この積分表示に現れる測度 µhは一意的でない．

I Martin境界の中で本質的な点，極小Martin境界点を考える必要．

I 一般に正調和関数 uが極小とは u以下の正調和関数が必然的に u

の定数倍になってしまうときをいう．

I Martin核 K(·, y)が極小であるとき yを極小 Martin境界点といい，

その全体を極小Martin境界と呼び，∆1で表す．

I 残りの境界を非極小Martin境界といい, ∆0で表す．

I Poisson積分表示は次のように一般化．
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Martin 積分表示 (1941) [28]¶ ³
D上の正調和関数 hに対し，∆1上の測度 µhが一意的に存在して

h(x) =
∫
∆1

K(x, y)dµh(y).

µ ´
I 具体的な領域のMartin境界はどうなっているか？
I どう調べるか?
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3. 境界Harnack 原理

Dが滑らか

I G(x0, y) ≈ δD(y) = dist (y, ∂D).

I Martin核 K(x, y) = P(x, y)×正関数．
I Martinの積分表示と Poisson積分表示は同じ．

I ∆ = ∆1 = ∂D.

Dが一般
I ∆ = ∆1 = ∂D?

I 一般領域と滑らかな領域の間の種々の興味深い領域のクラス．

I Martin境界の具体的な構造

I 領域が一般 =⇒ 情報は粗い．
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境界Harnack原理 v.s. Harnack原理

定理 3.1 (Harnack 原理 (1886) [20])¶ ³
PSfrag repla
ements x yDKKを領域D内のコンパクト集合とする．

このとき KとDによる定数C > 1が存
在して，D上の任意の正調和関数 uと
vに対して

u(x)/v(x)
u(y)/v(y)

≤ C (x, y ∈ K).

µ ´
ここで Kが D内のコンパクト集合という条件を外して，境界まで来

たらどうなるだろうか? このときは u, vが単に正調和だけでは境界の
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影響が出て，比較できなくなってしまう．そこで，その代わりに「K

のつけ根」で u = v = 0であると仮定する．

定義 3.2 (境界Harnack 原理)¶ ³

u = v = 0

x
y

V

K

DK を ∂Dと交わるコンパク
ト集合とし，Vを Kを含む
Rnの開集合とする．このと
き K と V，D による定数
C > 1が存在して，D上の
任意の正調和関数 uと vで ∂D ∩ V上 u = v = 0となるものに対
して

u(x)/v(x)
u(y)/v(y)

≤ C (x, y ∈ D ∩ K).

µ ´
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注意 3.3¶ ³
境界Harnack原理の成立は領域Dの幾何学的形状に大きく左右される．µ ´
I 境界で u = 0とは？

I DはDirichlet問題に対して非正則かもしれない．

I 連続的に境界で u = 0と仮定できない．

I uは有界であって，「境界上の極集合を除いて u = 0」u = 0 q.e.

(quasi everywhere)

I 極集合とはその上で +∞となる優調和関数が存在するような小さ
な集合．

I 極集合の Hausdorff次元は n − 2であり ([10, Theorem 5.9.6])，そ

の n− 1次元Hausdorff測度や Lebesuge測度は 0.
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4. 滑らかな領域から Lipschitz 領域，NTA領域へ

滑らかな領域C2,α-領域 ([18])

I 各境界点に対してそこで接する半径一定の球が領域の内側にとれ

る内部球条件

I 外側に取れるとき外部球条件

I 内部球条件と外部球条件の両方をみたすとき球条件，C1,1-領域 [5]

I 球条件 =⇒ 境界のある部分で u = 0となる正調和関数 uはその近

くで u(x) ≈ δD(x)．

I 境界Harnack原理（調和関数，p-調和関数）

I C1,α-領域 ([33])
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4.1. Lipschitz 領域. 局所的に境界が Lipschitz連続関数のグラフで表

される領域を Lipschitz領域という．

局所的 Fatouの定理 =⇒ Lipschitz領域

定理 4.1 (局所的 Fatou の定理 (Carleson (1962) [13]))¶ ³

ξ

Γ(ξ)D =
⋃

ξ∈E
Γ(ξ)

hを Rn
+上の調和関数で E ⊂ ∂Rn

+

で非接有界なものとすると，ほと
んどすべての ξ ∈ Eに対して hの
非接境界値が存在する．µ ´
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I Eで非接有界とは ξ ∈ Eに対して ξを頂点とする非接錐 Γ(ξ)が存

在して hは Γ(ξ)で有界

I 非接錐 Γ(ξ)の開きと大きさを一定と思ってよい

I 適当な定数を足しておけば hは Γ(ξ)で正としてよい

I 非接錐の和集合は Lipschitz領域

I Lipschitz領域上の正調和関数の非接境界値の存在に帰着

z

xy ≈ |z|2

Lipschitz領域に対しては u(x) 0 δD(x)．例えばR2

を Cと同一視すると，第 1象限上の正調和関数

h(z) = xyは原点の近くで距離の 2乗のスピード

で 0に近づく．
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Carlesonは境界Harnack原理と密接な関係がある次の（一様）Car-

leson評価を導き，局所的 Fatouの定理を証明した．

定義 4.2 (Carleson 評価 [13])¶ ³

u = 0

ξr

Dを Lipschitz領域とする．
ξ ∈ ∂D かつ r > 0を小
さい正の数とする．ξr ∈
S(ξ, r) ∩ Dを δD(ξr) ≈ r と
なる点とする．この ξr の
ように ξからの距離と，境界 ∂Dからの距離が比較可能な点を非
接点という．このとき，uがDで正調和で，∂D∩B(ξ,Cr)でu = 0
ならば

u(x) ≤ Cu(ξr) (x ∈ D ∩ B(ξ, r)).µ ´
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I Lipschitz領域の境界点 ξを頂点とする開きと大きさが一定の錐が

領域の内側と外側に取れること（内部および外部錐条件）

I Hunt-Wheeden [21]と [22]はCarlesonの方法を Lipschitz領域に適

用し，Martin境界が位相境界と一致することを示した．

I Kemper [26]は Lipschitz領域に対する境界 Harnack原理をはっき

りと定式化した．証明にはギャップ．

I Lipschitz領域に対する境界 Harnack原理．Ancona [7], Dahlberg

[14], Wu [34]

I 境界Harnack原理には 2通り．一様境界Harnack原理が重要．
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定義 4.3 (一様境界Harnack 原理)¶ ³

u = v = 0

ξ ∈ ∂D かつ r > 0を小さ
い正の数とする．u, vが領域
D ∩ B(ξ,Cr)で正調和で ∂D ∩
B(ξ,Cr)で u = v = 0ならば

u(x)/v(x)
u(y)/v(y)

≤ C (x, y ∈ D ∩ B(ξ, r)).

ただしC > 1は ξ, r, u, vによらない．µ ´
定理 4.4¶ ³

Lipschitz領域では一様境界Harnack原理がなりたつ．µ ´
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4.2. NTA領域. 領域 D内の球の列 {B(x j ,
1
2δD(xj))}Nj=1が順番に共通部

分を持ち，x ∈ B(x1,
1
2δD(x1))かつ y ∈ B(xN,

1
2δD(xN))となっていると

き，xと yを結ぶ長さ NのHarnack鎖という．

次元にのみ依存する定数C > 1で以

下をみたすものがある．hを D内の

正調和関数とする．2点 xと yが長

さNのHarnack鎖で結ばれるならば，

h(x)/h(y) ≤ CNとなる．

Jerison-Kenig [23]はLipschitz領域を一般化したNTA領域 (Non-Tangentially

Accesible domain)をC > 1と r0 > 0があって，以下の 3条件をみた

すものと定義した．
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I Corkscrew条件．
任意の境界点 ξ ∈ ∂Dと 0 < r < r0

に対しD∩ B(ξ, r)は半径 r/Cの球

を含む．

I 外部 corkscrew条件．任意の境界

点 ξ ∈ ∂Dと 0 < r < r0に対し B(ξ, r) \ Dは半径 r/Cの球を含む．

I Harnack鎖条件．
領域内の任意の 2点 x, yの距離がそ

れぞれの点から境界までの距離と比

較可能であるとき，xと yは長さが

一定のHarnack鎖で結べる．
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I NTA =⇒ Carleson以来の方法

I 一様境界Harnack原理

I Martin境界が位相境界と一致

I 調和測度がダブリング測度であること，

I 局所的 Fatouの定理

I NTA領域は Lipschitz領域に比べて遥かに複雑

I 境界のHausdorff次元は n− 1を越えることがあり，境界の面測度

を考えることができない．

I 調和測度は境界の面測度に絶対連続とは限らない．

I NTA領域上の調和解析は調和測度に基づいて展開．
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5. 様々な複雑領域とその上の正調和関数

NTA領域の仮定のうちCorkscrew条件とHarnack鎖条件はは領域内

部の条件であり，外部 corkscrew 条件外部の条件である．ここから

領域の幾何学的条件は内部と外部に分かれてさらに発展していった．

しばらく内部条件の発展を考察しよう．

I Contents – 31 –



5.1. Hölder 領域. 局所的に境界が α-Hölder連続関数のグラフで表さ

れる領域を α-Hölder領域という（0 < α ≤ 1）．αを問題にしないと

き単に Hölder領域という．α = 1ならば，1-Hölder領域は Lipschitz

領域である．0 < α < 1のときには，高次元ではHölder領域はもはや

Dirichlet問題に関して正則になるとは限らない（Lebesgueのとげ）．

それにもかかわらず，Bass-Burdzy [11]はHölder領域に境界Harnack

原理を拡張した．
I 確率論的手法．

I 外部条件は不要，内部条件だけから境界Harnack原理．

I 境界Harnack原理は一様ではなくMartin境界の決定には不十分．
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5.2. 一様領域. BMO関数や Sobolev関数の拡張可能性，および擬等

角写像と深い関係 ([17], [24], [25], [16], [32])

定義 5.1 (一様領域)¶ ³
Dが一様領域とは D内の任意の 2点 x, yに対して，xと yを結ぶ
D内の曲線 γで
ℓ(γ) ≤ C|x− y|,
min {ℓ(γ(x, z)), ℓ(γ(z, y))} ≤ CδD(z) (z ∈ γ) x

y

をみたすものが存在するときをいう．ただし ℓ(γ)は曲線 γの長さ
を表し，γ(x, z)は γの部分弧で xと zを結ぶものを表す．µ ´
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I xと yを端に持ち，全長が |x− y|の定数倍で押さえられる，途中で
膨らむ葉巻のような物が D内に取れる．葉巻条件，葉巻曲線．

I NTA領域のCorkscrew条件とHarnack鎖条件をみたすものが一様

領域．

I Lipschitz領域やNTA領域は一様領域．

I 一様領域に対しては一様境界Harnack原理が成立し，Martin境界

は位相境界と一致．
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5.3. John 領域. 一様領域では x, yがD内を自由に動けたが，一方を

y = x0と固定し，xのみ動かして同じ条件をみたすときに Dを John

領域，x0を John中心という．より正確に言うと

定義 5.2 (John 領域)¶ ³
D内の任意の点 xに対して，xと x0を結ぶ曲線 γで

δD(z) ≥ cJℓ(γ(x, z)) (z ∈ γ)

x0

x

z

をみたすものが存在するとき，この曲線を John曲線と呼び，D
を John定数 cJの John領域という．µ ´
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I 中心 x0は D内の固定したコンパクト集合に取り替えてもよい．

I John定数 cJは 0 < cJ ≤ 1であって，cJが 1に近ければ近いほど領

域が滑らかに近いことを表す．

I John領域の条件は各点 xから x0に向かう開きが一定の捻れた錐が

取れることを意味する．

I 幾何学的形状から人参条件ともいう．

I 葉巻条件で葉巻の長さが |x− y|の定数倍で押さえられるという条
件を落すと人参条件と同値．

I John領域に対しては弱境界Harnack原理が成立し，極小Martin境

界点の個数に応用できる．
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5.4. 擬双曲距離条件. Dを ∂D , ∅となる任意の領域とする．

定義 5.3¶ ³
x, y ∈ Dの擬双曲距離:

kD(x, y) = inf
x̃y

∫
x̃y

ds
δD(z(s))

.

ただし，下限は xと yを D内で結ぶ曲線 x̃yに関して取る．µ ´
擬双曲距離 kD(x, y)は xと yを結ぶ最小のHarnack鎖の長さに比
較可能である．
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定理 5.4¶ ³
任意の領域 Dとその内部の 2点 x, yに対して

kD(x, y) ≥ log
( |x− y|
min {δD(x), δD(y)} + 1

)
.µ ´

証明. γを xとyをD内で結ぶ長さLの曲線とする．このとき |x−y| ≤ L

である．さらに弧長 sによるパラメータ表示から 0 ≤ s ≤ L のとき

δD(z(s)) ≤ δD(x) + sである．よって∫
γ

ds
δD(z(s))

≥
∫ L

0

ds
δD(x) + s

=
[
log (δD(x) + s)

]L

0
≥ log

(
1+
|x− y|
δD(x)

)
.

xと yを交換した不等式も成立するので，求める式を得る． �

上の逆向きの不等式が一様領域を特徴付ける．
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定理 5.5 ([17])¶ ³
Dが一様領域であることは，任意の x, y ∈ Dに対して

kD(x, y) ≤ C log
(

|x− y|
min {δD(x), δD(y)} + 1

)
+C′

となることと同値である．µ ´
また John領域は次の性質を持つ．
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定理 5.6¶ ³
John領域 Dは擬双曲距離条件:

kD(x, x0) ≤ C log
δD(x0)
δD(x)

+C′ (x ∈ D)

をみたす．特に cJをDの John定数とすると，C = 1/cJと取れる．µ ´
証明. γを xと x0を結ぶ長さ Lの John曲線とする．このとき，∫

γ

ds
δD(z)

=

∫ δD(x)/4

0
+

∫ L

δD(x)/4

ds
δD(z)

≤ δD(x)/4
3δD(x)/4

+

∫ L

δD(x)/4

ds
cJs
≤ 1

cJ
log
δD(x0)
δD(x)

+C.

�
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注意 5.7¶ ³
上の定理の逆は成立しない．すなわち，擬双曲距離条件をみたすが John
領域でないものが存在する．擬双曲距離条件をみたす領域を Smith-
Stegenga [30]はHölder領域と呼んでいる．これは前記の Bass-Burdzy
の Hölder領域とは異なることに注意する．µ ´
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5.5. 容量密度条件. 外部条件は次のように一般化される．Green関数

を持つ開集合U上のGreen容量をCapU(E)で表す．

定義 5.8 (容量密度条件)¶ ³
Dが容量密度条件 (Capacity density condition)，略してCDC，を
満たすとは，正の定数 λ と r0 があって，すべての ξ ∈ ∂D と
0 < r < r0に対して

ξCapB(ξ,2r)(B(ξ, r) \ D)

CapB(ξ,2r)(B(ξ, r))
≥ λ

となることと定義する．µ ´
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注意 5.9¶ ³
Cap を 2次元の時は対数容量，3次元以上の時は Newton容量とすれ
ば上の条件は n = 2のとき，Cap(B(ξ, r) \ D) ≥ Cr，n ≥ 3のとき，

Cap(B(ξ, r) \D) ≥ Crn−2と同値である．体積密度条件:
|B(ξ, r) \ D|
|B(ξ, r)| ≥ C

は CDCの十分条件となる．外部錐条件をみたす領域は明らかに CDC
を満たす．特に，滑らかな領域や Lipschitz領域は CDCをみたす．µ ´
注意 5.10¶ ³

D上の正優調和関数 sは ε > 0があって∆s(x)+
ε

δD(x)2
s(x) ≤ 0となると

き強 barrierという．強 barrierの存在は Hardyの不等式と同値であり，
CDCから強 barrierの存在が分かる ([8]). 強 barrierは Cartan-Hadmard
多様体上の境界 Harnack原理に応用された ([9]).µ ´
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5.6. 複雑領域のまとめ. 今まで出てきた領域をまとめると

C2,α-領域 $ C1,1-領域 =球条件 $ Lipschitz領域 $ NTA領域

$一様領域 $ John領域 $擬双曲距離条件.

NTA領域までは外部条件が課されており，領域は Dirichlet問題に対

して正則であるのに対し，一様領域より一般な領域は内部条件だけ

しかみたさないため，領域は一般には非正則である．また外部条件

に着目すれば

球条件 $外部錐条件 $体積密度条件 $容量密度条件

$強 barrierの存在
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6. 一様領域の一様境界Harnack 原理—証明の核心—

Carleson の証明やそれ以降の議論¶ ³
Lipschitz領域 =⇒ 外部錐条件 =⇒ 一様な barrier．µ ´
I 領域の外部条件は必然?

I 一様領域や John領域は内部だけの条件．一様な barrierは存在し

ないし，領域は非正則．

I NTA領域との決定的な違い．

I 外部条件不要．内部条件だけからの議論可能．

I Bass-Burdzy [11]．確率論．

I 外部条件が不要になる理由．容量的幅．
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定義 6.1 (容量的幅)¶ ³
0 < η < 1に対し，Uの容量的幅を

wη(U) = inf
{

R> 0 :
CapB(x,2R)(B(x,R) \ U)

CapB(x,2R)(B(x,R))
≥ η (x ∈ U)

}
.

replacements

x UR

µ ´
注意 6.2¶ ³

0 < η < 1はそれほど重要ではない．異なった η′ に対しては比較可能な
容量的幅が定義される．µ ´
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John領域の様な非正則領域と容量密度条件をみたす正則領域は実は

同じ性質をもつ．

補題 6.3¶ ³
Dを John領域，または容量密度条件をみたす領域とする．この
とき r > 0が小さければ

wη({x ∈ D : δD(x) < r}) ≤ Cr.µ ´

ξ

U
U
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補題 6.4¶ ³
次元 nと η > 0にのみに依存した正定数C1が存在して，任意の
開集合U , ∅， x ∈ U および R> 0に対して

ω(x; U ∩ S(x,R),U ∩ B(x,R)) ≤ exp
(
2−C1

R
wη(U)

)
.µ ´

(1 − ε)2

1 − ε

1
R x

I 容量的幅による調和測度の評価．

I Green関数と調和測度の比較．box argument.
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I ξ ∈ ∂D．
I ξR ∈ D ∩ S(ξ, 4R)，i.e., δD(ξR) ≈ R．

I GRを D ∩ B(ξ,CR)のGreen関数．

補題 6.5¶ ³
C > 10を十分大きく取ると，

ω(y; D∩S(ξ, 2R),D∩B(ξ,2R)) ≤ CRn−2GR(y, ξR) (y ∈ D∩B(ξ,R)).µ ´
4つのGreen 関数の関係¶ ³
GR(x, y)
GR(x′, y)

≈ GR(x, y′)
GR(x′, y′)

(x, x′ ∈ D ∩ B(ξ,R), y, y′ ∈ D ∩ S(ξ, 6R))

µ ´
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4つのGreen関数の関係 =⇒ 一様境界Harnack原理．

定理 6.6¶ ³
一様領域は一様境界Harnack原理をみたす．さらに，一様領域の
Martin境界は位相境界に一致し，各境界点は極小である．すなわ
ち ∆ = ∆1 = ∂D.µ ´
証明. 定理の後半 (Kemper [26]). ξ ∈ ∂Dとする．
ξにおける核関数，Hξ¶ ³
I D上の正調和関数 h，h = 0 q.e. on ∂D．
I 任意の r > 0に対して D \ B(ξ, r)で有界．
I h(x0) = 1µ ´
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ξ

r
DI スケール不変な境界Harnack原理から

C−1 ≤ u
v
≤ C (u, v ∈ Hξ).

I c = sup
u,v∈Hξ

x∈D

u(x)
v(x)

とおくと 1 ≤ c < ∞.

I c = 1を矛盾によって示す．c > 1と仮定する．

I 任意に u, v ∈ Hξをとると v1 = (cv− u)/(c− 1) ∈ Hξ.
I u ≤ cv1 = c(cv− u)/(c− 1).

I (2c− 1)u ≤ c2vとなるが，これは

c = sup
u,v∈Hξ

x∈D

u(x)
v(x)

≤ c2

2c− 1
< c 矛盾．

I c = 1であり Hξ は 1点からなる．u ∈ Hξは極小である． �
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注意 6.7¶ ³
容量密度条件の仮定の下では John領域や一様領域は調和測度の性質や
一様境界 Harnack原理で特徴付けられる ([1])．µ ´
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7. さらに進んで

I Martin境界の基礎から今までの結果は [3]にまとめ．

I 境界Harnack原理とCarleson評価の密接な関係．

I より精密に定式化 =⇒ 同値．

K

V

D

有界開集合Vとコンパクト集合Kの

組 (V,K)で

(7.1) K ⊂ V, K ∩ D , ∅, K ∩ ∂D , ∅
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定義 7.1¶ ³
領域Dが大域的境界Harnack原理をみたすとは任意の組 (V,K)で
(7.1)をみたすものに対して，Dと (V,K)による正定数C2が存在
して以下の性質：uと vは

:::::::::::::::::::::::
D上の正優調和関数で

(i) uと vは V ∩ Dで有界かつ正調和，
(ii) V ∩ ∂Dで u = v = 0が極集合を除いて成立

ならば，x, y ∈ K ∩ Dに対して
u(x)/u(y)
v(x)/v(y)

≤ C2となる．µ ´
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定義 7.2¶ ³
領域Dが大域的Carleson評価をみたすとは任意の組 (V,K)で (7.1)
をみたすものおよび点 x0 ∈ K∩Dに対して，Dと (V,K)および x0に
よる正定数C3が存在して以下の性質：uは

:::::::::::::::::::::::
D上の正優調和関数で

(i) uは V ∩ Dで有界かつ正調和，
(ii) V ∩ ∂Dで u = 0が極集合を除いて成立

ならば，x ∈ K ∩ Dに対して u(x) ≤ C3u(x0)となる．µ ´
定理 7.3 ([2])¶ ³
領域Dが大域的境界Harnack原理をみたすことと大域的Carleson
評価をみたすことは同値である．µ ´
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I 劣調和関数の平均の不等式に基づいたDomarの方法

I 擬双曲距離条件をみたす領域に対してCarleson評価を導くことが

できる ([4])．

定理 7.4¶ ³
領域 Dが擬双曲距離条件をみたすならば大域的境界 Harnack原
理をみたす．µ ´
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注意 7.5¶ ³
I Carleson評価は距離測度空間上の p-調和関数にまで拡張できる ([6])．
I Carleson評価と境界 Harnack原理の同値性の証明は線形の時のみ
成立．

I 調和測度とGreen関数の関係．
I p-調和関数の境界 Harnack原理は不明である．
I Lewis-Nyström [27]によれば Lipschitz領域で p-調和関数の境界Har-

nack原理が成り立つようである．その証明は非常に深い．µ ´
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注意 7.6¶ ³
I Rn内の領域上の調和関数は α-調和関数に拡張 (0 < α ≤ 2)．
I α = 2のときが古典的な調和関数.
I 0 < α < 2のときは α-調和性は局所的な性質ではない．
I 確率論では α-stable processが対応.
I 0 < α < 2のとき，Song-Wu [31] や Bogdan etal [12]は α-調和関数
に対する境界 Harnack原理を任意の領域に対して確率論的に証明.µ ´
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domains. Ann. of Math. (2), Vol. 134, No. 2, pp. 253–276, 1991. [32, 45]

[12] Krzysztof Bogdan, Tadeusz Kulczycki, and Mateusz Kwaśnicki. Estimates and structure
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