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奇素数pについて、次の二次合同方程式を考える。

ax2 + bx + c ≡ 0 modp.

このとき、

ax2 + bx + c ≡ a(x + (2a)−1b)2 + (4ac − b2)(4a)−1 modp

であるから、奇素数を法とするすべての二次合同方程式は次の式に帰着される。

x2 ≡ a modp.

平方剰余の相互法則を用いることで、この方程式が解をもつかどうか容易に判断す
ることができる。

ルジャンドル記号の導入

奇素数pに対し、(Z/pZ)×は位数p−1の巡回群である。modpの原始根をrとし、写
像λを次のように定める。

λ : rn ∈ (Z/pZ)× 7−→ (−1)n ∈ {±1}.

このλは全射準同型で、Ker(λ) =< r2 >である。

定義
(

b

p

)
を次のように定義し、平方剰余記号（ルジャンドル記号）という。(

b

p

)
=

{
λ ( b ( modp)) if p |/b,

0 if p | b.

定理 次が成り立つ。 (
bc

p

)
=

(
b

p

)(
c

p

)
.

ルジャンドル記号の定義より、次のことが成り立つ。( b = b modpとする。)(
b

p

)
= 1 ⇐⇒ b ∈< r2 > ⇐⇒ x2 ≡ b modp (x ∈ Z)が解をもつ,(

b

p

)
= −1 ⇐⇒ b ̸∈< r2 > ⇐⇒ x2 ≡ b modp (x ∈ Z)が解をもたない.

よって、
(

b

p

)
は原始根の取り方によらないことがわかる。(

b

p

)
= 1のとき bは平方剰余、

(
b

p

)
= −1のとき bは平方非剰余であるという。

定理 次が成り立つ。

(1)（オイラー基準）
(

a

p

)
≡ a

p−1
2 modp.

(2)（第一補充法則）
(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 .

証明 (1) p | aのときは明らか。以下、p |/aとする。rをmodpの原始根とし、

a ≡ rm modpとする。r
p−1
2 ≡ −1 modpであるから、

(
a

p

)
≡

(
r

p

)m

≡ (−1)m,

a
p−1
2 ≡ rm·p−1

2 ≡ (−1)mである。したがって
(

a

p

)
≡ a

p−1
2 modpが成り立つ。

(2) (1)で a = −1とすると、
(
−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 modpである。この両辺はともに

±1であり、p ≥ 3であることから等号が成り立つ。 2

定義 2 < N ∈ Zに対し、modNのディリクレ指標とは、準同型

χ : (Z/NZ)× −→ T

のことである。 ( T = {z ∈ C | | z | = 1 } ) ここで、

χ(c) =

{
χ( c(modNZ) ) if gcd(c,N) = 1,

0 if gcd(c,N) ̸= 1.

と定め、χの定義域を整数全体に拡張する。

定義 modNのディリクレ指標χが原始的であるとは、以下を満たすことである。
(1)χが自明でない。(∃a ∈ Z s.t.χ(a) ̸= 1);
(2)Nの任意の真の約数sに対して、次を満たすディリクレ指標ξが存在しない:

(i) ξはmodsのディリクレ指標である.
(ii)gcd(c,N) = 1となる任意のcに対して、χ(c) = ξ(c)が成り立つ.

定義 ζ = exp

(
2πi

N

)
と定め、modNの原始的ディリクレ指標χに対して、次の和

をガウス和という:

τ (χ) =

N∑
a=1

χ(a)ζa.

定理 次が成り立つ。（χはχの複素共軛）

(1)
N∑

a=1

χ(a)ζab = χ(b)τ (χ).

(2) τ (χ)τ (χ) = χ(−1)N.
(3) τ (χ) = χ(−1)τ (χ).
(4) | τ (χ) |2= N.

補題 ζ = exp

(
2πi

N

)
(2 < N ∈ Z), R = Z[ζ ]とおくと、pR

∩
Z = pZである。

証明 pR
∩

Z は pを含むZのイデアルであり、pZ ⊂ pR
∩

Z ⊂ Zであるから、
pR

∩
ZはpZまたはZである。もしpR

∩
Z = Zであると仮定すると、p−1 ∈ Rであ

り、
∞∪

n=1

n∑
i=1

Zp−iはRの部分環となるのでZ上有限生成でなければならないが、これ

は矛盾である。したがって、pR
∩

Z = pZである。2

相互法則

定理（一般相互法則） χをmodNの原始的ディリクレ指標、χ = χとする。この
とき、次が成り立つ。

χ(p) = χ(−1)
p−1
2

(
N

p

)
.

(ただし、pはgcd(p,N) = 1であるような奇素数。)
証明 τ = τ (χ), ζ = exp

(
2πi
N

)
ζ, R = Z[ζ ]とおく。

まず、τ 2 = χ(−1)N だから τ p = (τ 2)
p−1
2 = χ(−1)

p−1
2 N

p−1
2 τである。

次に、τ =
N∑

a=1
χ(a)ζa より τ p =

(
N∑

a=1
χ(a)ζa

)p

≡
N∑

a=1
χ(a)ζap ≡ χ(p)τ modpR で

ある。よって、オイラー基準および ττ = N より

χ(p)N ≡ χ(−1)
p−1
2

(
N

p

)
N modpR

が成り立つ。補題より上の合同式は mod pZ でも成り立ち、gcd(p,N) = 1 と

χ(p),

(
N

p

)
= ±1より等号が成り立つ。2

定理（第二補充法則） 次が成り立つ。(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

証明 χ1 を次のように定める:

χ1 : a ∈ (Z/8Z)× 7−→ (−1)
a2−1

8 ∈ {±1}.

このとき χ1 は mod 8 の原始的ディリクレ指標であり、χ1(−1) = 1 である。した

がって、一般相互法則より任意の奇素数pに対して
(

2

p

)
=

(
8

p

)
= χ1(p)が成り立

つ。2

定理 （平方剰余の相互法則） p, qを相異なる奇素数とすると、次が成り立つ:(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

証明 χ(x) =

(
x

q

)
とおくと、χ(x)はmodqの原始的ディリクレ指標であり、χ = χ

である。したがって、一般相互法則より

χ(p) = χ(−1)
p−1
2

(
q

p

)
である。よって、第一補充法則より

χ(p)

(
q

p

)
= χ(−1)

p−1
2 =

(
−1

q

)p−1
2

= (−1)
p−1
2

q−1
2

である。ゆえに
(

q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 が成り立つ。 2

計算への応用(
5

47

)
の値を求める。まず、平方剰余の相互法則より

(
5

47

)(
47

5

)
= (−1)

5−1
2

47−1
2 = 1

であるから、
(

5

47

)
=

(
47

5

)
である。ここで

(
47

5

)
=

(
2

5

)
であり、

12 ≡ 42 ≡ 1, 22 ≡ 32 ≡ 4 mod5

であるから、x2 ≡ 2 mod5 となるx ∈ Zは存在しない。

したがって
(

2

5

)
= −1である。ゆえに

(
5

47

)
= −1である。
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